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ГИПЕРХАОС В СИСТЕМЕ С ЗАПАЗДЫВАЮЩЕЙ ОБРАТНОЙ
СВЯЗЬЮ НА ОСНОВЕ ОСЦИЛЛЯТОРА ВАН ДЕР ПОЛЯ

С МОДУЛИРОВАННОЙ ДОБРОТНОСТЬЮ

С.В. Баранов, С.П. Кузнецов

Указан способ реализации гиперхаоса в системе на основе осциллятора ван дер Поля
с модулированной добротностью и нелинейным преобразованием сигнала в цепи за-
паздывающей обратной связи. Представлены результаты численного исследования ди-
намики модельной системы в режимах гиперхаоса, приводятся реализации, портреты
аттракторов, результаты расчета показателей Ляпунова, спектры генерируемого сигнала.
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Введение

В статье [1] впервые введена в рассмотрение система на основе неавтономного
осциллятора ван дер Поля с запаздыванием, генерирующая последовательность ра-
диоимпульсов с хаотическим изменением фазы от одного импульса к другому. В на-
стоящей работе показано, что при надлежащем выборе параметров в этой системе
можно реализовать режимы гиперхаоса [2], характеризуемые присутствием двух и
более положительных показателей Ляпунова.

На рис. 1, а показана блок-схема исследуемой системы. Ее основным эле-
ментом служит осциллятор ван дер Поля с рабочей частотой ω0, в котором пара-
метр, управляющий бифуркацией Андронова–Хопфа, медленно изменяется во вре-
мени принудительно с некоторым периодом T (модуляция добротности) так, что по-
очередно реализуются стадии возбуждения и затухания колебаний. На каждой новой
стадии активности осциллятора возбуждение стимулируется сигналом, прошедшим
по цепи запаздывающей обратной связи со временем задержки τ. В цепи обратной
связи сигнал подвергается нелинейному преобразованию – генерируется вторая гар-
моника, которая затем смешивается на квадратичной нелинейности со вспомогатель-
ным внешним сигналом основной частоты. В результате на выходе цепи обратной
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Рис. 1. Блок-схема исследуемой системы с запаздыванием (а) и диаграмма (б), иллюстрирующая выбор
соотношения периода модуляции добротности и времени запаздывания для реализации режимов с
различным числом положительных показателей Ляпунова

связи сигнал с несущей частотой ω0 имеет удвоенную фазу по сравнению с исход-
ным сигналом.

В качестве математической модели данного устройства будем использовать
дифференциальное уравнение с запаздыванием [1]

ẍ− (A cos(2π t/T )− x2)ẋ + ω2
0x = εx(t− τ)ẋ(t− τ) cosω0t. (1)

Здесь x – обобщенная координата осциллятора ван дер Поля; ε – параметр, опре-
деляемый глубиной запаздывающей обратной связи и амплитудой вспомогательного
опорного сигнала; величина A характеризует глубину модуляции параметра, ответ-
ственного за возбуждение осциллятора. Начальные условия для системы с запазды-
ванием подразумевают задание функции x(t) на отрезке [−τ, 0], что соответствует
бесконечномерному пространству состояний системы.

В работе [1] время запаздывания τ выбиралось так, чтобы возбуждение ос-
циллятора на каждой новой стадии активности стимулировалось сигналом, испу-
щенным на предыдущей стадии активности, как иллюстрируется стрелкой с помет-
кой τ1 на рис. 1, б. В этом случае для последовательных цугов колебаний изме-
нение фазы определяется одномерным отображением с хаотической динамикой –
растягивающим отображением окружности, или отображением Бернулли, вида 3n =
= 23n−1 + const (константу можно устранить выбором начала отсчета фазы). Это
служит основанием для высказанного в работе [1] предположения, что в данной
системе реализуется аттрактор типа Смейла–Вильямса. В самом деле, в бесконеч-
номерном фазовом пространстве системы с запаздыванием имеет место растяжение
элемента фазового объема вдвое вдоль некоторой циклической координаты, сопро-
вождаемое сжатием по остальным направлениям, как это требуется для аттрактора
Смейла–Вильямса.

Можно, однако, подобрать параметры системы иначе, увеличив отношение
времени задержки и периода модуляции добротности так, чтобы поступающий по
цепи обратной связи сигнал стимулировал возбуждение не на ближайшей очеред-
ной стадии активности, а, скажем, через одну, две, три или иное число стадий.
На рис. 1, б это соответствует стрелкам с пометками τ2, τ3, τ4. Конкретизируем
выбор так, что

τ =
(

k − 1
2

)
T, (2)

где k – целое положительное число. Тогда отображение, определяющее фазы после-
довательных цугов колебаний, будет иметь вид

3n = 23n−k + const, (3)
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превращаясь в отображение Бернулли в частном случае k = 1. При значениях
k ≥ 2 соотношение (3) интерпретируется как отображение на k-мерном торе: вектор
vn−1 = (3n−1, ...3n−k) отображается в вектор vn = (3n, ...3n−k+1). Оно облада-
ет специфическим вырождением, а именно, полная последовательность фаз 3n со-
ставлена из k независимых подпоследовательностей, так что в процессе временной
эволюции их члены чередуются. За k шагов имеет место удвоение малого возмуще-
ния членов подпоследовательностей. Поэтому у отображения (3) имеется k одина-
ковых показателя Ляпунова, величины которых даются выражением Λi = k−1 ln 2,
i = 1, ...k.

С точки зрения динамики модели, описываемой дифференциальным уравне-
нием с запаздыванием (1), отображение (3) служит только приближением. Тем не
менее, при достаточно общих предположениях вывод о количестве положительных
показателей Ляпунова, по-видимому, должен оставаться в силе, хотя подпоследова-
тельности значений фазы перестанут быть вполне независимыми. Это значит, что
вырождение снимается, и показатели уже не будут равными. В бесконечномерном
фазовом пространстве системы с запаздыванием будет иметь место растяжение по
k направлениям, ассоциирующимся с циклическими координатами (фазами), а по
остальным направлениям реализуется сжатие. Таким образом, будет присутствовать
аттрактор, отвечающий гиперхаосу, с k положительными и остальными отрицатель-
ными показателями Ляпунова. Фрактальная размерность такого аттрактора, согласно
оценке по Каплану–Йорке, будет превышать k.

Перейдем к обсуждению результатов численного исследования динамики мо-
дели, описываемой уравнением (1). Будем рассматривать режимы, реализующиеся
при выполнении соотношения (2).

Для численного решения задачи применялся конечно-разностный метод Рунге–
Кутты 4 порядка, модифицированный применительно к системе с запаздыванием.
Необходимые для выполнения шагов разностной схемы запаздывающие значения
переменной x выбирались из сохраняемого в процессе вычислений массива данных,
полученных на предыдущих шагах; при этом использовалась интерполяционная схе-
ма, обеспечивающая нужный порядок точности.

Начальные условия для системы с запаздыванием подразумевают задание функ-
ции x(t) на отрезке [−τ, 0], для чего в начале расчетов соответствующий массив
обычно заполнялся случайными величинами, а выполнение различных процедур об-
работки данных осуществлялось после завершения начального этапа вычислений,
обеспечивавшего выход на аттрактор.

На рис. 2 показаны зависимости обобщенной координаты осциллятора от вре-
мени в установившихся хаотических режимах при различном выборе соотношения
времени запаздывания и периода модуляции добротности в соответствии с формулой
(2). При этом полагаем k = 1, 2, 3, 4 так, что стимуляция возбуждения испущенным
сигналом происходит в первом случае на ближайшей очередной стадии активности
(как в работе [1]), а в остальных, соответственно, через одну, две и три стадии ак-
тивности.

Как видно из рисунка, во всех случаях процесс имеет вид последовательности
радиоимпульсов, следующих друг за другом через интервал времени T , причем фаза
заполнения от импульса к импульсу меняется хаотическим образом. Чтобы проде-
монстрировать, что присутствие хаоса обусловлено описанным выше механизмом
передачи фазы от предыдущих стадий активности к последующим, на рис. 3 показа-
ны итерационные диаграммы для фаз. Фаза, отвечающая каждой очередной стадии
активности, определяется в момент времени, фиксированный по отношению к сиг-
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Рис. 2. Зависимости обобщенной координаты осциллятора от времени по результатам численного ре-
шения уравнения (1) при ω0 = 2π, ε = 0.3, T = 24, A = 3: k = 1, τ = 12 (a); k = 2, τ = 36(б); k = 3,
τ = 60 (в); k = 4, τ = 84 (г)

Рис. 3. Диаграммы, иллюстрирующие динамику фаз на стадиях активности осциллятора через каждые
k шагов (см. формулу (2)) при ω0 = 2π, ε = 0.3, T = 24, A = 3: k = 1, τ = 12 (а); k = 2, τ = 36 (б);
k = 3, τ = 60 (в); k = 4, τ = 84 (г)
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налу, обеспечивающему медленную модуляцию параметра, по формуле

3n =

{
arctan(ω0x/ẋ), ẋ > 0,

arctan(ω0x/ẋ) + π, ẋ < 0.
(4)

Использованы те же параметры, как и при расчете реализаций на рис. 2. Диаграммы
построены в координатах (3n,3n−k), где k = 1, 2, 3, 4, соответственно, для вари-
антов (а), (б), (в) и (г). Как можно видеть, характер зависимости предшествующей
фазы и нового значения, возникающего через k стадий активности, качественно пра-
вильно передается выражением (3). В самом деле, изменение фазы 3n−k на полный
угол влечет удвоенное изменение 3n.

На рис. 4 для режимов динамики, отвечающих k = 2, 3, 4 показаны диаграммы
для фаз в координатах (3n,3n−1). Тот факт, что точки почти равномерно заполняют
квадрат, говорит о близости к ситуации статистической независимости подпосле-
довательностей, выбираемых с шагом k. Наличие слегка просматривающейся неод-
нородной структуры говорит о том, что слабая статистическая зависимость все же
присутствует, что не учитывается моделью, основанной на отображении (3).

На рис. 5 показаны портреты аттракторов на фазовой плоскости осциллятора
ван дер Поля (x, ẋ) в стробоскопическом сечении t = nT . На самом деле аттрактор
системы с запаздыванием представляет собой объект в бесконечномерном простран-
стве состояний, так что изображение на рисунке следует рассматривать, как сечение
этого объекта двумерной плоскостью.

Для расчета показателей Ляпунова использовался метод, основанный на ал-
горитме Бенеттина с модификациями, соответствующими системе с запаздывани-
ем [4,5]. Проводилось совместное решение уравнений (1) и комплекта уравнений в
вариациях для нескольких векторов возмущения x̃(t):

¨̃x + 2xx̃ẋ− (A cos(2π t/T )− x2) ˙̃x + ω2
0x̃ =

= εx̃(t− τ)ẋ(t− τ) cosω0t + εx(t− τ) ˙̃x(t− τ) cosω0t.
(5)

В расчетах вектор возмущения задается мгновенными значениями x̃, ˙̃x и массивами
данных x̃(t), ˙̃x(t), отвечающих значениям переменных на интервале запаздывания.
Поскольку система неавтономная, удобно строить вычисления, рассматривая дина-
мику стробоскопически, с периодом T . По завершении каждого этапа проводится

Рис. 4. Диаграммы, иллюстрирующие слабую корреляцию фаз на последовательных стадиях активно-
сти осциллятора в режиме хаотической генерации в системе (1) при ω0 = 2π, ε = 0.3, T = 24, A = 3:
k = 2, τ = 36 (а); k = 3, τ = 60 (б); k = 4, τ = 84 (в)
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Рис. 5. Портреты аттрактора в сечении Пуанкаре в сечении двумерной плоскостью при ω0 = 2π,
ε = 0.3, T = 24, A = 3: k = 1, τ = 12 (а); k = 2, τ = 36 (б); k = 3, τ = 60 (в); k = 4, τ = 84 (г)

ортогонализация векторов возмущения по Грамму–Шмидту и нормализация на фик-
сированную константу. Показатели Ляпунова λi получаются из оценки скорости на-
растания накапливающихся сумм логарифмов от коэффициентов приращения норм
соответствующих векторов. В таблице приводятся значения показателей Ляпунова,
нормированные на период kT : Λi = kTλi. В этой нормировке при описании с по-
мощью отображения (3) первые k показателей Ляпунова должны были бы равняться
ln 2 ≈ 0.693. Как можно видеть из таблицы, они действительно близки к этой вели-
чине. Некоторое отличие показателей от величины ln 2 и друг от друга обусловлено
тем, что на очередной стадии активности в системе присутствует зависимость со-
стояний не только от динамики на интервале с временным сдвигом, отвечающем
задержке в цепи обратной связи, но и на ближайших предшествующих стадиях ак-
тивности.

Количество показателей Ляпунова для системы с запаздыванием, формально
говоря, бесконечно. Однако, с точки зрения существенных особенностей динами-
ки, значение имеет лишь некоторое ограниченное их число. Представляется есте-
ственным определить его, как количество показателей, достаточное для вычисления

Таблица

Показатели Ляпунова модели (1), нормированные на период kT ,
размерность аттрактора в сечении Пуанкаре по Каплану–Йорке

при ω0 = 2π, ε = 0.3, T = 24, A = 3

k τ Λ̂1 Λ̂2 Λ̂3 Λ̂4 Λ̂5 Λ̂6 D kh

1 12 0.691 −4.892 −5.186 −5.379 −5.532 −5.641 1.141 0.691

2 36 0.694 0.692 −3.243 −3.269 −3.304 −3.454 2.427 1.386

3 60 0.693 0.693 0.692 −2.913 −2.921 −2.941 3.713 2.078

4 84 0.692 0.692 0.691 0.691 −2.759 −2.771 5.002 2.766
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Рис. 6. Графики зависимости сумм показателей Ляпунова от их числа с указанными оценками раз-
мерности Каплана–Йорке D и энтропии Колмогорова–Синая h. Результаты получены при ω0 = 2π,
ε = 0.3, T = 24, A = 3: k = 1, τ = 12 (а); k = 2, τ = 36 (б); k = 3, τ = 60 (в); k = 4, τ = 84 (г)

размерности по формуле Каплана–Йорке [3–5],

D = m +

m∑
i=1
Λi

|Λm+1| . (6)

Здесь целое число m выбрано так, что сумма m больших показателей Ляпуно-
ва еще положительна, а сумма m + 1 показателей уже отрицательна. Наглядный
способ представления спектра показателей Ляпунова, позволяющий сразу видеть
отличие гиперхаотических режимов, состоит в том, чтобы изобразить на графике
зависимость сумм Sm =

∑m
i=1Λi от числа m. Эти графики показаны на рис. 6.

Рис. 7. Зависимость первых 4-х показателей Ля-
пунова от времени задержки τ в формуле (1) при
ω0 = 2π, ε = 0.3, T = 24, A = 3

Точка пересечения ломаной линии с
осью абсцисс определяет величину
размерности аттрактора по Каплану–
Йорке, а максимальное значение Sm да-
ет оценку энтропии Колмогорова–Синая
для динамики на аттракторе: h =
= Smaxk

−1.
На рис. 7 показана зависимость

четырех показателей Ляпунова от вели-
чины времени запаздывания τ при фик-
сированных остальных параметрах. На
графике можно видеть четыре зоны ге-
нерации хаоса, соответственно, с чис-
лом положительных показателей Ляпу-
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Рис. 8. Спектры мощности сигнала, полученные путем обработки численных результатов в системе (1)
при ω0 = 2π, ε = 0.3, T = 24, A = 3: k = 1, τ = 12 (а); k = 2, τ = 36 (б); k = 3, τ = 60 (в); k = 4,
τ = 84 (г)

нова от одного до четырех. Центры зон приблизительно соответствуют выполнению
соотношения (2).

На рис. 8 показаны спектры колебаний осциллятора в режимах генерации ха-
оса и гиперхаоса. Для его построения проводилась обработка полученной численно
достаточно длительной реализации с помощью метода статистической оценки спек-
тральной плотности мощности, рекомендуемого в теории случайных процессов [6].
Процедура состоит в разбиении имеющейся реализации на участки конечной протя-
женности, выполнении преобразования Фурье для каждого участка и последующем
усреднении квадратов амплитуд спектральных компонент.

Как видно из рисунка, спектр (это характерно для хаоса) содержит непрерыв-
ную составляющую. Спектр сосредоточен в некотором диапазоне вблизи основной
рабочей частоты осциллятора f ≈ 1, то есть ω = 2πf ≈ ω0 = 2π. Пики на кратных
частотах обусловлены нелинейностью в цепи обратной связи.

Заключение

Предложен простой способ реализации гиперхаоса – режима, характеризую-
щегося наличием более одного положительного показателя Ляпунова, в системе на
основе осциллятора ван дер Поля с модулированной добротностью и нелинейным
преобразованием сигнала в цепи запаздывающей обратной связи, предложенной в
работе [7]. По существу, дело состоит только в выборе соотношения периода моду-
ляции параметра и времени задержки сигнала в цепи обратной связи. В ситуации,
когда поступающий по цепи обратной связи сигнал стимулирует возбуждение не
на ближайшей очередной стадии активности, а скажем, с пропуском одной, двух,
трех стадий при достаточно общих прочих условиях возникают режимы гиперхаоса
соответственно с двумя, тремя, четырьмя положительными показателями Ляпунова.

В работе [1] рассмотренная выше модель с запаздыванием обсуждалась в кон-
тексте проблемы реализации гиперболического хаоса в физических системах [7–10].
Было высказано предположение, что хаотический режим с одним положительным
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