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ДИНАМИКА СВЯЗАННЫХ ДИСКРЕТНЫХ
ОСЦИЛЛЯТОРОВ РЕССЛЕРА

А. Б. Адилова, А. П. Кузнецов, А. В. Савин

Рассматривается дискретное отображение, демонстрирующее квазипериодическую
динамику в широкой области пространства параметров. На примере системы двух та-
ких связанных отображений исследовано устройство пространства параметров связан-
ных систем с квазипериодическим поведением. Обнаружены удвоения трехмерных то-
ров, системы языков двухчастотных режимов и точных резонансов, резонансная паутина
и аттракторы нетривиальной структуры с близкими к нулю старшими показателями Ля-
пунова.

Ключевые слова: Квазипериодическая динамика, ляпуновские показатели.

Введение

Исследование сложной динамики связанных автоколебательных систем отно-
сится к числу основных направлений развития нелинейной динамики. Результаты,
касающиеся динамики двух связанных генераторов периодических колебаний, к на-
стоящему моменту стали классическими [1–3]. Существует весьма обширная и раз-
ноплановая литература (см., например, работы [3–5] и литературу в них), посвя-
щенная исследованию динамики двух связанных генераторов хаотических колеба-
ний. В то же время исследованию проблемы синхронизации квазипериодических
колебаний посвящено значительно меньшее число работ (например, [6–10]), причем
большинство исследований выполнено сравнительно недавно. При этом, как прави-
ло, в качестве систем с квазипериодической динамикой используются неавтономные
системы. Более привлекательным, однако, представляется исследование динамики
связанных систем без внешнего воздействия, в которых подсистемы демонстрируют
квазипериодические колебания в автономном режиме. Сравнительно недавно были
даны примеры физически реализуемых генераторов квазипериодических колебаний
[11–13], которые применимы для этих целей. Однако для анализа данной проблемы
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целесообразно использовать дискретные модели, как, например, в [10], поскольку
детальное исследование пространства параметров потоковых систем требует значи-
тельного времени даже на современных компьютерах. Кроме того, при исследовании
картины взаимодействия квазипериодических колебаний в пространстве параметров
необходимо варьировать параметры, при этом, как правило, выбранная «траекто-
рия» последовательно пересекает в пространстве параметров языки синхронизации,
которые типичны для таких систем [10], что существенно усложняет наблюдаемую
картину. Поэтому важно иметь систему, в которой эти языки будут очень узкими,
чтобы в подсистемах наблюдалась квазипериодическая динамика. Если, кроме то-
го, размерность автономной дискретной модели не меньше трех, то для нее будет
характерным еще один важный феномен – удвоение инвариантной кривой (тора).
В настоящей работе представлена такая модель и проведено исследование связан-
ных отображений такого типа.

1. Дискретный осциллятор Ресслера

Одним из часто применяемых в нелинейной динамике методов построения
модельных систем является метод искусственной дискретизации (см., например,
[6, 14–16]), заключающийся в модификации исходной потоковой системы путем за-
мены производных на конечные разности.

Например, для трехмерной системы общего вида

ẋ = f(x, y, z),

ẏ = g(x, y, z),

ż = u(x, y, z),

(1)

выполняя аппроксимацию производных

ẋ → (xn+1 − xn)/ε,

ẏ → (yn+1 − yn)/ε,

ż → (zn+1 − zn)/ε

(2)

(здесь ε – параметр, который можно назвать параметром дискретизации), можно
получить отображение

xn+1 = xn + εf(xn, yn, zn),

yn+1 = yn + εg(xn, yn, zn),

zn+1 = zn + εu(xn, yn, zn).

(3)

Его можно рассматривать как самостоятельную динамическую систему. При этом,
как правило, ее динамика более сложна и разнообразна, чем динамика потоковой
системы-прототипа. Для дальнейшего важно, что предельному циклу в системе-
прототипе соответствует инвариантная кривая, то есть квазипериодический режим,
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в дискретной модели, по крайней мере, при малых значениях параметра дискре-
тизации ε. При этом ширина языков синхронизации стремится к нулю при умень-
шении ε [16]. Таким образом, при небольших значениях параметра дискретизации
данная система удовлетворяет всем сформулированным во введении требованиям.

Применим описанный способ к системе Ресслера [17] – одной из основных
моделей нелинейной динамики

ẋ = −y − z,

ẏ = x+ ay,

ż = b+ (x− r)z.

(4)

В результате получим следующее отображение, которое далее будем называть дис-
кретным осциллятором Ресслера:

xn+1 = xn − ε(yn − zn),

yn+1 = yn + ε(xn + ayn),

zn+1 = zn + εb+ ε(xn − r)zn.

(5)

Устройство плоскости параметров полученного отображения приведено на рис. 1
(идентификация режимов проводилась по определенному в численном эксперименте
значению старшего ляпуновского показателя).

Рис. 1. Карта ляпуновских показателей системы (5) при ε = 0.1; b = 0.1 и фазовые портреты в
отмеченных на карте точках. Различные режимы обозначены оттенками серого: P – периодические,
Q – квазипериодические, C – хаотические
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Хорошо видно, что область квазипериодических режимов занимает значитель-
ную часть плоскости параметров, причем «вкрапления» областей периодических ре-
жимов, типичные для, например, отображения окружности, в полученной системе
отсутствуют. Помимо этого, поскольку в системе Ресслера (4) при увеличении па-
раметра r наблюдаются удвоения периода и переход к хаосу по Фейгенбауму, то
в дискретной модели (5) при малых значениях параметра дискретизации ε наблюда-
ются удвоения инвариантных кривых (торов). Однако, в отличие от каскада удвоений
циклов в исходной системе, каскад удвоений торов не является бесконечным и об-
рывается вследствие разрушения тора (см. рис. 1).

2. Связанные дискретные осцилляторы Ресслера

Рассмотрим систему двух связанных дискретных осцилляторов Ресслера

xn+1 = xn − ε(yn + zn),

yn+1 = yn + ε(xn + a1yn) + εµ(vn − yn),

zn+1 = zn + εb+ ε(xn − r)zn,

un+1 = un − ε(vn + wn),

vn+1 = vn + ε(un + a2vn) + εµ(yn − vn),

wn+1 = wn + εb+ ε(un − r)wn.

(6)

В форме записи (6) амплитуда связи пропорциональна параметру дискретизации.
Это обеспечивает соответствие системы (6) «традиционной» системе двух связан-
ных осцилляторов Ресслера (см., например, [18]) по вышеописанной процедуре. Для
дальнейшего исследования динамики именно такой выбор амплитуды связи несуще-
ственен, и в дальнейшем мы будем считать амплитудой связи параметр µ.

Далее будем исследовать динамику этой системы при фиксированном наборе
параметров (r = 8.5; b = 0.1; ε = 0.1). Исследуем устройство плоскости управля-
ющих параметров (a1, a2) при различных значениях амплитуды связи µ. При этом
управляющие параметры a будем изменять в диапазоне 0 < a1,2 < 0.2. В автономной
системе (5) при таком изменении параметра наблюдается удвоение тора и переход к
хаосу через его разрушение (см. рис. 1)1.

При дальнейшем численном исследовании идентификацию динамических ре-
жимов будем осуществлять по сигнатурам спектра ляпуновских показателей.

1Заметим, что в «обычной» системе Ресслера параметр a фактически определяет период предель-
ного цикла или частоту колебаний.
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Рис. 2. Карта ляпуновских показателей при значении
амплитуды связи µ: 0.01 (а), 0.05 (б), 0.1 (в)

1. Периодические режимы (P)
– все ляпуновские показатели отрица-
тельны.

2. Двухчастотные квазиперио-
дические (аттрактор – двумерный тор)
(T2) – один (старший) ляпуновский по-
казатель равен нулю, остальные отри-
цательны.

3. Трехчастотные квазипериоди-
ческие (аттрактор – трехмерный тор)
(T3) – два старших ляпуновских пока-
зателя равны нулю, остальные отрица-
тельны2.

4. Хаотические (С) – один поло-
жительный ляпуновский показатель.

5. Гиперхаотические (HC) –
два положительных ляпуновских пока-
зателя.

Устройство плоскости управ-
ляющих параметров подсистем при
различных значениях величины свя-
зи приведено на рис. 2. Можно ви-
деть, что введение связи малой ампли-
туды приводит к появлению режимов с
тремя несоизмеримыми частотами
(трехчастотных торов). При малой свя-
зи такие режимы наблюдаются при
значительной неидентичности управ-
ляющих параметров подсистем. От-
метим, что такие режимы становятся
возможными лишь при достаточно
большой расстройке управляющих
параметров подсистем, в случае же
малой расстройки (при близких к
идентичным подсистемах) превалиру-
ют двухчастотные режимы3. При уве-
личении амплитуды связи области

2Здесь и далее мы будем говорить о количестве независимых частот, имея в виду интерпретацию в
виде системы двух связанных квазипериодических генераторов.

3Отметим, что при малой связи плоскость параметров устроена аналогично плоскости параметров
связанных систем Ресслера [16], причем «вместо» периодических режимов наблюдаются двухчастот-
ные торы, а «вместо» квазипериодических – трехчастотные.
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Рис. 3. Увеличенный фрагмент карты ляпуновских показателей системы (5) при µ = 0.05 (вверху),
дополнительно увеличенный фрагмент и фазовые портреты в указанных точках (внизу)

трехчастотных торов резко уменьшаются и уже при амплитуде связи 0.1 практически
исчезают.

Представляет интерес устройство плоскости параметров вблизи границы меж-
ду областями квазипериодической и хаотической динамики. Оно различно при раз-
личных значениях амплитуды связи. Так, при µ = 0.05 (рис. 3) на границе области
хаотических и трехчастотных квазипериодических режимов хорошо заметна система
областей двухчастотных торов, имеющая вид «классической» системы языков син-
хронизации. В свою очередь, внутрь этих «языков» оказывается встроенной система
языков синхронизации, представляющих точные резонансы, то есть периодические
колебания. Они опираются остриями, по-видимому, на нижнюю границу области
двухчастотных торов. Анализ фазовых портретов показывает, что периодические ре-
жимы внутри этих языков имеют весьма высокий период.

Однако при очень малой амплитуде связи (µ = 0.01, рис. 4, а, б) области
двухчастотных торов образуют не систему языков синхронизации, а структуру ре-
зонансной паутины, возникающую, например, в связанных отображениях поворота
[6, 19–21]. Рис. 4, в, по-видимому, представляет собой переходную от резонансной
сети к системе языков синхронизации ситуацию.
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Рис. 4. Увеличенные фрагменты карт ляпунов-
ских показателей системы (6) при разных значе-
ниях амплитуды связи µ: 0.01 (а, б), 0.02 (в)

3. Особенности аттракторов в связанных системах

В исследуемой системе можно наблюдать ряд интересных типов аттракторов
и их взаимную трансформацию. Как уже было отмечено ранее, в дискретном осцил-
ляторе Ресслера при изменении параметра a наблюдается удвоение торов. В системе
связанных дискретных осцилляторов Ресслера при изменении параметра одной из
подсистем возможно удвоение трехчастотных торов. Этому соответствуют моменты
обращения в нуль третьего ляпуновского показателя системы (рис. 5).

При определенном выборе параметров удается наблюдать и следующее удво-
ение, приводящее к образованию учетверенного трехчастотного тора (рис. 6). Удво-
ения более высокого порядка пронаблюдать не удается вследствие фрактализации
тора, которая довольно хорошо заметна уже на рис. 6.

Кроме того, в области «резонансной сети» двухчастотных торов возможна реа-
лизация аттракторов довольно сложного типа. Три примера такого рода аттракторов,
реализующихся в точках, отмеченных на рис. 4, приведены на рис. 7.
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Рис. 5. График ляпуновских показателей при r = 8.5, ε = 0.1, b = 0.1, a1 = −0.06, значении
амплитуды связи µ = 0.03 и фазовые портреты в отмеченных на графике точках

Рис. 6. График ляпуновских показателей при r = 8.5, ε = 0.1, b = 0.1, a1 = 0.015, значении амплитуды
связи µ = 0.01 и фазовые портреты в отмеченных на графике точках

Рис. 7. Проекции аттракторов отображения (6) на плоскость (x, u): 1 – µ = 0.01, a1 = 0.09351,
a2 = 0.00675; 2 – µ = 0.02, a1 = −0.02581, a2 = 0.10714; 3 – µ = 0.02, a1 = −0.0229, a2 = 0.11
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Рис. 8. Увеличенные фрагменты аттракторов, изображенных на рис. 7

Хотя соответствующие точки и расположены в области с нулевым старшим
ляпуновским показателем, структура этих аттракторов визуально существенно отли-
чается от инвариантной кривой. Для более подробного исследования были построе-
ны увеличенные фрагменты аттракторов с целью визуальной оценки сложности их
структуры (рис. 8), а также проведен расчет их спектра ляпуновских показателей
по реализациям различной длины, причем проводилось усреднение по 100 случайно
выбранным траекториям на аттракторе. Полученные средние значения двух старших
ляпуновских показателей и их среднеквадратичные отклонения приведены в табли-
цах 1–3 (для аттракторов 1–3, соответственно).

Таблица 1

N ⟨Λ1⟩ · 105 ⟨Λ2⟩ · 105 σ1 · 105 σ2 · 105

500000 6.08688 −35.8600 1.64604 3.93699
1000000 6.84712 −35.8565 1.04759 2.36888
1500000 6.99555 −35.6485 0.84252 1.90912
2000000 7.18051 −35.5758 0.73639 1.65369
2500000 7.23964 −35.5289 0.58686 1.49153
3000000 7.28874 −35.5002 0.58586 1.32094
3500000 7.32812 −35.5229 0.52247 1.16953
4000000 7.33846 −35.5288 0.47103 1.11700
4500000 7.35031 −35.5274 0.46344 1.05697
5000000 7.38181 −35.5035 0.43410 1.00029

Видно, что старший ля-
пуновский показатель аттракто-
ра 1 сходится к малому положи-
тельному значению, следователь-
но, этот аттрактор является сла-
бохаотическим, что подтвержда-
ется видом его увеличенных фраг-
ментов.

Старший ляпуновский по-
казатель аттрактора 2 демонстри-
рует сходимость к нулю. Уве-
личенные фрагменты свидетель-
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Таблица 2
N ⟨Λ1⟩ · 105 ⟨Λ2⟩ · 105 σ1 · 105 σ2 · 105

500000 0.55375 −23.7701 0.75827 3.74474
1000000 0.26167 −24.1060 0.40786 2.02966
1500000 0.20161 −24.1106 0.25554 0.82173
2000000 0.16099 −23.9673 0.19147 0.64617
2500000 0.11862 −23.9473 0.14653 0.83419
3000000 0.10525 −24.0144 0.12050 0.57394
3500000 0.08173 −23.9866 0.11073 0.26087
4000000 0.06675 −23.9653 0.09967 0.48504
4500000 0.06165 −24.0121 0.08798 0.45086
5000000 0.06462 −24.0080 0.07454 0.20955

Таблица 3
N ⟨Λ1⟩ · 105 ⟨Λ2⟩ · 105 σ1 · 105 σ2 · 105

500000 2.19114 −21.049 3.58224 21.8030
1000000 0.78152 −20.817 1.78898 21.5096
1500000 0.31804 −20.728 1.18899 21.4198
2000000 0.08145 −20.682 0.88677 21.3798
2500000 −0.07307 −20.656 0.71536 21.3567
3000000 −0.17064 −20.635 0.59575 21.3423
3500000 −0.24037 −20.625 0.50939 21.3316
4000000 −0.28923 −20.616 0.44959 21.3232
4500000 −0.32959 −20.611 0.40035 21.3174
5000000 −0.36391 −20.606 0.36303 21.3126

Рис. 9. График зависимости среднеквадратичного отклоне-
ния старшего ляпуновского показателя от длины использу-
емой реализации в двойном логарифмическом масштабе

ствуют, что аттрактор 2 пред-
ставляет собой сильно изрезан-
ную, но, по-видимому, непрерыв-
ную инвариантную кривую.

Вместе с тем, хорошо за-
метно, что среднее значение стар-
шего ляпуновского показателя ат-
трактора 3 сходится к отрицатель-
ному числу, а его среднеквадра-
тичное отклонение с ростом дли-
ны реализации убывает по степен-
ному закону с показателем, близ-
ким к −1 (рис. 9). Однако ана-
лиз его увеличенных фрагментов
заставляет предположить, что по
геометрической структуре этот ат-
трактор является странным. В то
же время необходимо, безусловно,
более достоверное подтверждение
этого факта.

Отметим, что аттракторы
сложной структуры с близкими к
нулю показателями Ляпунова на-
блюдались ранее (см. [22], а также
гл. 10 в [3]), однако в указанных
работах близки к нулю вторые по-
казатели Ляпунова, в то время как
старшие показатели являются су-
щественно положительными и си-
стема демонстрирует хаотическое
поведение. В исследуемой же си-
стеме к нулю близки старшие по-
казатели Ляпунова при визуально
сложной структуре аттрактора.

Заключение

В работе предложена модель в виде двух связанных отображений с квазипе-
риодической динамикой, причем для автономных моделей практически не наблю-
даются периодические режимы (резонансы). Исследовано устройство пространства
параметров, отвечающих за удвоения инвариантных кривых (торов) в подсистемах.
Обнаружена возможность удвоения тора более высокой размерности в такой систе-
ме. Обнаружены две обширные области трехчастотных режимов, в которые могут
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быть встроены языки двухчастотных режимов, которые, в свою очередь, содержат
языки точных периодических резонансов. Кроме того, наблюдаются нетривиальные
типы и трансформации аттракторов, в частности, обнаружены аттракторы сложной
геометрической структуры с близким к нулю старшим показателем Ляпунова.

Работа поддержана грантами РФФИ 12-02-00541 и 12-02-31089.
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We considered the discrete map with quasi-periodic dynamics in the wide band of
the parameters and investigated the structure of the parameter plane of two coupled maps.
We revealed the doublings of 3D-tori, the systems of 2D-tori and synchronization tongues
and the resonance web. Also we revealed the attractors with complex structure and the
largest Lyapunov exponent close to zero.
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