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ФИЗИЧЕСКИ МОТИВИРОВАННЫЕ МОДЕЛИ ДИНАМИЧЕСКИХ СЕТЕЙ 
НА ОСНОВЕ ОТОБРАЖЕНИЙ ИКЕДЫ 

Проанализированы известные из литературы формальные способы введения свя-
зей между отображениями Икеды и предложены три модели динамических сетей, до-
пускающих реализацию в виде реальных физических систем. Ценность предложенных 
моделей в том, что результаты их теоретического исследования в отличие от фор-
мально построенных сетей заведомо можно будет проверить в эксперименте и найти 
им практические применения. 
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PHYSICALLY MOTIVATED MODELS OF DYNAMICAL NETWORKS B ASED  
ON IKEDA MAPS 

The paper deals with analysis of the formal coupling schemes of Ikeda maps and presents 
three models of dynamical networks that can be implemented as real physical systems. These 
models are important for further theoretical studies since the expected results can obviously be 
verified experimentally and can be valuable for practical applications. 
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В последнее время стало понятно, что сложные сети, т.е., состоящие из большого числа узлов с 
нетривиальной структурой связей, можно использовать в качестве моделей самых разных систем – от 
физических до биологических, социальных и экономических [1]. Существуют разные виды сложных 
сетей. Можно указать, например, случайные сети [1], сети с безмасштабной структурой (в английской 
литературе они называются scale-free networks) [2], маломировые сети (small-world networks) [3], гео-
графические сети [4].  

Значительный интерес вызывают так называемые динамические сети, в узлах которых помещены 
динамические системы, взаимодействующие друг с другом по линиям связей сети [1, 5]. Большое количе-
ство работ посвящено изучению сложной динамики такого рода систем. Например, одной из наиболее 
важных задач является изучение различных форм синхронизации динамических сетей [1, 6-8]. В зависи-
мости от топологии и свойств узловых осцилляторов синхронизация сети может быть полной или фазо-
вой, захватывать всю сеть или приводить к формированию кластеров [5, 9, 10]. Ещё один вид синхрони-
зации – так называемая опосредованная синхронизация (remote synchronization), изучается в [11, 12]. 

Известно, что даже простейшие сети, имеющие регулярную и однородную структуру связей, 
такие как, например, решётки связанных отображений, могут демонстрировать далеко нетривиальное 
поведение [13]. В случае же сложной топологии динамика может быть ещё более богатой. В работе 
[14] показано, что звездчатая структура связей между узлами приводит к очень сильной мультиста-
бильности, а в [15] на примере безмасштабных сетей, базовыми «строительными» элементами кото-
рых являются звездчатые структуры, изучаются различные формы кластеризации и связанные с ней 
закономерности локализации так называемых ковариантных ляпуновских векторов [16]. 

При изучении сложной динамики нелинейных систем огромную роль играют канонические мо-
дели, которые строятся на основе физических систем посредством принятия определённых упроща-
ющих предположений. В качестве примера можно привести систему Лоренца и логистическое отоб-
ражение. Важность изучения таких упрощённых систем обусловлена универсальностью динамиче-
ских сценариев. Известный детальный сценарий того или иного поведения, полученный для упро-
щённой системы, служит отправной точкой при исследовании более сложной реальной системы.  
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Аналогичный подход имеет смысл применять при изучении сложных динамических сетей. 
Очевидный шаг состоит в том, чтобы строить модельные сети, связывая между собой известные ка-
нонические осцилляторы. Однако проблема в том, что связь в уравнения может быть введена разны-
ми способами, и априори не ясно, существует ли хотя бы принципиальная возможность реализовать 
формально сконструированную связь в виде реальной физической системы. Цель данной работы со-
стоит в том, чтобы выяснить, каким физическим системам отвечают некоторые изучаемые в литера-
туре модели связанных систем, полученные формально. Важность этого состоит в том, что в резуль-
тате мы получим канонические модели динамических сетей, заведомо имеющие физические аналоги. 
Очевидно, что дальнейшее исследование таких моделей будет иметь более высокую практическую 
ценность по сравнению с чисто формальными моделями. 

Рассмотрим так называемую си-
стему Икеды, которая была впервые 
описана в [17, 18] как пример оптиче-
ской системы, генерирующей хаос (см. 
рис. 1). На рисунке серой заливкой вы-
делена нелинейная среда. Считая, что 
время прохождения излучения по си-
стеме значительно больше, чем харак-
терное время отклика среды, её свой-
ства можно задать комплексной функ-
цией WT(z). Здесь индекс T обозначает 
время, необходимое излучению, чтобы 
пройти оптическую систему и вернуть-
ся через петлю обратной связи на вход. 

Экспериментальная реализация этой системы описана в [19]. В качестве нелинейной среды в этой 
работе использовался отрезок одномодового оптоволокна. 

Система Икеды работает следующим образом (рис. 1). Лазер накачки посылает импульсы с ин-
тервалом T и с амплитудой электрического поля α через сумматор S на нелинейную среду. Далее 
установлен делитель D, с коэффициентами деления амплитуды излучения d1 и d2. Делитель необхо-
дим для того, чтобы осуществлять наблюдение за системой: с его входа 2 излучение поступает на ре-
гистрирующую аппаратуру. С выхода 1 делителя излучение проходит аттенюатор / усилитель с ко-
эффициентом передачи β0. Значение этого коэффициента определяет глубину обратной связи. Затем 
излучение попадает на вход 1 сумматора S, где смешивается с очередным импульсом, что даёт оче-
редное значение наблюдаемой динамической переменной E (t + T). Таким образом, динамику систе-
мы можно описать следующим отображением: 

 01))(()( β+α=+ dtEWTtE T . (1) 

В исходных работах Икеды и его соавторов [17-19] нелинейная среда в приближении быстрого 
отклика описывается функцией 

 ( ) ( )φ+= 2
exp zizzWT . (2) 

Таким образом, отображение Икеды можно записать в следующей форме: 

 ( )( )φ+β+α=+ 2
)(exp)()1( tzitztz . (3) 

Здесь z обозначает перенормированную комплексную амплитуду электрического поля, время t 
нормировано так, чтобы интервал между импульсами был равен единице, φ – линейный набег фазы в 
резонаторе, α – нормированная амплитуда поля лазера накачки, β ≤ 1 – вещественный параметр, ха-
рактеризующий степень диссипации. При β = 1 система становится консервативной. 

Позже, в работах [20, 21] была предложена модифицированная модель, в которой учитываются 
эффекты насыщения в среде, за которые отвечает дополнительный параметр γ: 
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Рис. 1. Блок-схема системы Икеды 
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Соответствующее отображение имеет вид 
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Иногда в литературе оба эти отображения ошибочно называют отображением Икеды. Однако 
только (3) появляется в работах самого Икеды с соавторами. Отображение (5) получено по аналогии 
другими исследователями, и его корректно называть отображением Икеды – Хаммеля – Джонса-
Молони.  

В [22, 23] рассматривается система Икеды, в которой излучение, покидающее нелинейную 
среду, не возвращается через петлю обратной связи снова на вход, а направляется в другую систему, 
где смешиваясь с импульсом накачки, попадает на нелинейность. Положительная обратная связь в 
такой системе возникает за счёт того, что цепочка замкнута в кольцо – изучение из нелинейной среды 
последнего звена цепочки смешивается с накачкой первого элемента. 

 

 

Рис. 2. Узел сети на основе оптических систем Икеды 

Эту идею можно взять за основу для построения динамической сети. На рис. 2 показана блок-
схема узла такой сети. Нелинейная среда выделена серой заливкой. Излучение складывается на сум-
маторах S1,2,3. Вход 1 сумматора S2 инвертирующий. Также используется делитель D, имеющий m + 3 
выходов с одинаковыми коэффициентами деления. Здесь m – количество узлов сети, с которыми свя-
зан данный узел. Ослабление или усиление излучения осуществляются на аттенюаторах / усилителях, 
обозначенных шестиугольниками. Коэффициент передачи усилителя h подобран таким образом, что-
бы на каждом выходе делителя D была восстановлена амплитуда излучения на выходе из нелинейной 
среды.  

Лазер накачки создаёт импульсы с амплитудой α и периодом следования T, которые попадают 
в систему через вход номер 3 сумматора S1. Через другие входы этого сумматора в систему попадает 
излучение петли обратной связи, а также излучение от других узлов сети. Далее излучение проходит 
через нелинейную среду, а затем попадает на делитель D. Излучение с выхода 1 делителя через атте-
нюатор / усилитель β возвращается в систему через вход 1 сумматора S1. Излучение с выхода 2 дели-
теля попадает на инвертирующий вход 1 сумматора S2, где смешивается с излучением от k соседних 
узлов сети и далее, черед аттенюатор / усилитель ε, направляется на вход 2 сумматора S1. Выход 3 
делителя предназначен для подключения регистрирующей аппаратуры, а оставшиеся m выходов 
направляют излучение данного узла на связанные с ним узлы сети. Таким образом, динамику этой 
системы можно описать следующим отображением: 

 ( ) ( )( ) ( )( ) ε
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. (6) 

Чтобы построить динамическую сеть на основе этого элемента, обозначим комплексную ам-
плитуду поля в данном узле сети как ( ) )(tEtzn = , где n – номер данного узла, и перенормируем вре-
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мя так, чтобы интервал следования импульсов был равен единице. Хотя рассматриваемая схема до-
пускает построение сети на основе ориентированного графа, когда связи от данного к соседним узлам 
и связи от соседних к данному могут не совпадать, мы ограничимся неориентированным, т.е. будем 
считать, что если узел i воздействует на узел j, то имеется также и обратное воздействие узла j на 
узел i. Тогда k = m = kn, где kn – количество связей узла с номером n. Пусть конфигурация связей зада-
ётся матрицей связности A . Так как мы рассматриваем сеть на основе неориентированного графа, 
эта матрица симметричная. Кроме того, ограничимся невзвешенными графами, т.е. величины всех 
связей равны друг другу. Тогда элементами матрицы A  будут единицы и нули, причём на главной 
диагонали всегда будут записаны нули. Элементы этой матрицы обозначим как aij. Тогда можно за-
писать следующую систему связанных отображений: 

 ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )







−ε+β+α=+ ∑

=
tzWtzWa

k
tzWtz nT

N

j
jTjn

n
nTn

1
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1 . (7) 

Здесь N – число узлов сети, а WT(z) задаётся формулой (2) или (4). 
В уравнении (7) переменные, задействованные в связи, предварительно подвергаются нелиней-

ному преобразованию функцией WT(z). С формальной точки зрения организация связи непосред-
ственно через переменные zn(t) представляется более естественной. Теоретически такая форма связи 
отображений Икеды рассматривалась в [24]. Однако с точки зрения реализации в виде оптической 
системы это не так. Чтобы организовать связь непосредственно через zn(t), требуется параллельно с 
нелинейной средой включить линию задержки, которая, получая на вход порцию излучения перед 
нелинейной средой, передавала бы его в неизменной форме с задержкой T на сумматор S1. Очевидно, 
что такая система более сложна.  

Тем не менее связь такого типа может в быть реализована в виде радиофизической системы. В [25] 
показано, что отображение Икеды описывает динамику осциллятора с кубической нелинейностью, 
так называемый осциллятор Дуффинга, находящийся под действием последовательности δ-
импульсов. Используя это, построим узел динамической сети, в которой связь включается одновре-
менно с появлением очередного импульса. Блок-схема такой системы показана на рис. 3. Непосред-
ственно система Дуффинга выделена серой заливкой. Реализацию этой системы в виде радиофизиче-
ской системы можно найти, например, в [26].  

Источник коротких импульсов P управляет электронным  ключом K1, который замыкает цепь с ин-
тервалом T и подаёт на вход системы Дуффинга сигнал с сумматора S1, включающий постоянную состав-
ляющую α0 и результирующий сигнал от других узлов сети. Выходными сигналами осциллятора Дуф-

финга являются вещественные переменные x(t) и ( ) ( )txty &≡ . Так как действие δ-импульсов сводится к 
коррекции значения переменной y(t), связь имеет смысл организовать также через эту переменную (но 
вообще говоря, точно так же можно было бы рассмотреть связь по y(t)). Сигнал y(t) подаётся на делитель 
D, с одного из выходов которого он направляется на другие узлы сети, связанные с данным. С другого 
выхода сигнал подаётся на инвертирующий вход сумматора S2. На неинвертирующий вход этого сумма-
тораподаётся суммарный сигнал от других узлов сети после его ослабления в k раз. Далее сигнал с выхода 
сумматора S2 попадает на аттенюатор ε, а затем на вход системы через сумматор S1. Уравнение, соответ-
ствующее описываемой динамике, может быть записано в следующем виде: 
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∞
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Здесь нижний индекс у динамических переменных нумерует узлы сети, kn – количество связей 
узла n с другими узлами, anj – элемент матрицы связности сети, наконец N – число элементов сети.  

По аналогии с тем, как это сделано в [25], получим отображение Икеды для системы (8). В 
промежутке между импульсами правая часть уравнения превращается в ноль, и мы можем найти его 
приближённое решение, применив метод медленно меняющихся амплитуд. Далее учтём, что сразу 

после очередного δ-импульса координата x(t) остаётся неизменной, а скорость ( )tx&  получает добавку 

( )n
N
j njjn ykya −ε+α ∑ =10 . Тогда состояние системы сразу после (l+1)-го импульса можно найти 

таким образом (время перенормировано так, чтобы интервал между импульсами был равен 1): 
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Рис. 3. Узел сети на основе осцилляторов Дуффинга под импульсным воздействием 

Ещё один вид связи между системами Икеды рассматривается в теоретических работах [27, 28]. 
Здесь переменные связи добавляются к показателю экспоненты. Как обсуждалось выше, в случае оп-
тической системы вид показателя экспоненты определяется свойствами нелинейной среды и допуще-
ниями, которые сделаны при её анализе. Поэтому такой вид связи следует отнести к параметрическо-
му типу. При этом она должна быть ступенчатой, т.е. свойства нелинейной среды должны переклю-
чаться в зависимости от значений переменных связи только непосредственно в момент прихода оче-
редного импульса. Реализация этого на основе оптических систем представляется затруднительной. 
Тем не менее существует, по меньшей мере, принципиальная возможность организовать связь такого 
типа на основе радиофизических систем Дуффинга.  

Блок-схема узла сети показана на рис. 4. В отличие от предыдущего случая на рис. 3 здесь ис-
точник коротких импульсов P управляет сразу двумя электронными ключами. Ключ K1, как и рань-
ше, управляет подключением постоянной компоненты воздействия α0. Второй ключ K2 управляет 
ступенчатой перестройкой параметров, отвечающих за собственную частоту системы Дуффинга. 
Вместе с приходом очередного импульса в зависимости от состояния переменных связи задаётся но-
вое значение собственной частоты и оно сохраняется до прихода следующего импульса. Подобное 
поведение можно реализовать, дополнив систему Дуффинга цифровым блоком с запоминающим 
устройством.  

 

Рис. 4. Узел сети осцилляторов Дуффинга с параметрической ступенчатой связью 
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Уравнение, описывающее данную систему, имеет вид 
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Здесь Vn(t) – ступенчатая функция, которая сохраняет своё значение между импульсами, а в 
момент появления очередного импульса принимает значение 
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Проделав преобразования по аналогии с описанными выше, мы получим следующее отображе-
ние: 
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Здесь ε = T ε0 и остальные обозначения соответствуют (10). 
Таким образом, мы рассмотрели три способа построения физически мотивированных моделей 

динамических сетей на основе отображений Икеды. Первая модель – уравнение (7) соответствует оп-
тической системе, а две другие – уравнения (9) и (13) описывают связанные системы Дуффинга, 
находящиеся под действием δ-импульсов. Дальнейшее детальное изучение динамических свойств 
этих сетей представляется важным, так как полученные для них теоретические результаты могут с 
очевидностью быть проверены экспериментально и могут найти практические применения. 

Работа частично поддержана грантом Президента РФ поддержки ведущих научных школ 
НШ-1726.2014.2. 
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