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СИНХРОНИЗАЦИЯ ИМПУЛЬСАМИ
И СИНХРОНИЗАЦИЯ В СВЯЗАННЫХ СИСТЕМАХ:
НОВЫЕ АСПЕКТЫ КЛАССИЧЕСКОЙ ЗАДАЧИ

А.П. Кузнецов, Ю.П. Роман, Н.В. Станкевич, Л.В. Тюрюкина

В работе обсуждаются различные особенности синхронизации автоколебательных
систем импульсами: роль неизохронности, возможность стабилизации неустойчивых си-
стем, синхронизация связанных осцилляторов в режиме гибели колебаний и др. Пред-
ставлены иллюстрации динамики связанных неизохронных осцилляторов и осциллято-
ров, неидентичных по управляющим параметрам и нелинейной диссипации.

Введение

Синхронизация – одно из наиболее популярных направлений исследования в
теории колебаний и нелинейной динамике. Интерес к задачам о синхронизации обу-
словлен огромным количеством примеров в радиофизике, электронике, биологии,
химии, климатологии и др. [1–5]. Наличие ритмов и их взаимосвязь – фундамен-
тальное свойство природы. Кроме того, синхронизация для своего описания требу-
ет интересной теории, которая по мере своего развития обнаруживает все новые и
новые существенные моменты, часто превращающиеся в самостоятельные направ-
ления исследований.

Одним из интересных аспектов теории синхронизации является синхрониза-
ция импульсами. Такие задачи привлекательны по ряду причин. Например, мно-
гие процессы в радиофизике, радиотехнике, электронике, биофизике и др. харак-
теризуются наличием импульсного воздействия. (В этом легко убедиться с помо-
щью поиска в сети Интернет на сочетание слов «синхронизация импульсами».)
С другой стороны, импульсный характер воздействия может приводить к новым ас-
пектам картины синхронизации и к новым колебательным эффектам, не имеющим
аналогов в случае гармонического воздействия. Важно и то, что системы в слу-
чае коротких импульсов существенно проще для анализа, поскольку в промежутках
между импульсами их динамика автономна. Поэтому использование в промежутках
между импульсами приближенных методов приводит к более простым дискретным
моделям, демонстрирующим, однако, сложное поведение. Наконец, для таких си-
стем четко разделяются стадии воздействия и отклика, что облегчает интерпретацию
результатов.
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К изучению систем с импульсным возбуждением обращались многие авторы.
Например, еще В.И. Арнольд в своей дипломной работе1 для обоснования существо-
вания языков синхронизации, использовал воздействие сигналов в форме различных
типов импульсов. При отсутствии компьютеров именно такие системы облегчают
качественное понимание происходящих процессов. Для анализа систем с импульс-
ным возбуждением является существенной модель воздействия в виде коротких, но
значительных по амплитуде импульсов, которые представляются последовательно-
стью δ-функций. Классической в такой постановке является задача о воздействии
периодической последовательности δ-функций на автоколебательный осциллятор
ван дер Поля. (В монографии [4] такая система названа маятником Ю.И. Неймар-
ка.) Подобная система изучалась известным исследователем биологических систем
Л. Глассом (L. Glass), Е. Дингом (E. Ding) и другими авторами [7– 26]. Для нее бы-
ли выявлены многие аспекты теории синхронизации импульсами; некоторые из них
отражены в настоящей работе.

Постоянное развитие компьютерной техники и теории динамических систем
дает замечательную возможность вновь и вновь обращаться к классическим по по-
становке задачам. Это относится как к уже известным эффектам, для которых, одна-
ко, можно получить новые иллюстрации, так и к обнаружению новых интересных
типов поведения. Более того, новые иллюстрации для традиционных, «уже изучен-
ных» задач, как правило, обнаруживают и новые, существенные аспекты, которые
ранее не обсуждались. Таким образом, оказывается, что теория синхронизации даже
«простых» автоколебательных систем не столь близка к завершению, что иллюстри-
рует сложность и многогранность нелинейных явлений. В настоящей работе дан
обзор некоторых идей, подходов и результатов, относящихся к анализу синхрони-
зации импульсами и взаимной синхронизации связанных осцилляторов с постепен-
ным усложнением автономных систем с позиций размерности фазового простран-
ства. Сначала рассмотрены автоколебательные системы с двумерным фазовым про-
странством, затем трехмерным и, наконец, четырехмерным фазовым пространством.
Для двумерных систем указаны простейшие модели, исследована существенная роль
неизохронности в картине синхронизации, эффект стабилизации неустойчивого пре-
дельного цикла импульсным сигналом, возможные типы режимов в возбуждаемой
импульсами системе с бифуркацией слияния устойчивого и неустойчивого циклов.
Для трехмерных автоколебательных систем обсуждаются вопросы зависимости кар-
тины синхронизации от направления импульса, возможность стабилизации импуль-
сами системы в режиме «убегающих» фазовых траекторий и сопутствующие эффек-
ты. Для четырехмерных систем рассматриваются некоторые моменты теории вза-
имной синхронизации: синхронизация неизохронных систем и систем с «лидирую-
щим» осциллятором в случае неидентичных управляющих параметров и величины
нелинейной диссипации. В заключение обсуждаются особенности синхронизации
импульсами системы диссипативно связанных осцилляторов.

1Выполнена в 1959 г., опубликована в журнале Chaos в 1991 [6] с оригинальными рисунками из
дипломной работы.
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1. Двумерные системы

1.1. Иерархия моделей. Наиболее популярными двумерными системами,
демонстрирующими автоколебания, являются система ван дер Поля и ее развитие –
система ван дер Поля–Дуффинга [1–5]. Как известно, любая (типичная) автоколеба-
тельная система у порога бифуркации Андронова– Хопфа приводится к универсаль-
ной нормальной форме [1, 5, 27]. Это означает, что синхронизация таких систем при
небольшом превышении над порогом бифуркации должна обладать определенными
универсальными чертами. По этой причине система ван дер Поля– Дуффинга мо-
жет выступать не только как удобный пример для изучения синхронизации, но и как
некоторая обобщающая модель.

Обратимся к системе ван дер Поля–Дуффинга, возбуждаемой периодической
последовательностью δ-функций

ẍ− (λ− x2)ẋ + x + βx3 = B
∑
δ(t− nT ). (1)

Здесь x – динамическая переменная, T – период следования импульсов, B – их
амплитуда. Параметр λ отвечает за бифуркацию Андронова–Хопфа (при λ > 0 в
системе реализуется устойчивый предельный цикл), β – параметр нелинейности,
введенной по типу нелинейности осциллятора Дуффинга.

Если превышение над порогом бифуркации невелико (параметр λ мал), то в
промежутке между импульсами можно воспользоваться квазигармоническим при-
ближением [1, 2, 5]. В момент действия импульса координата осциллятора x не ме-
няется, а скорость ẋ получает добавку, равную амплитуде импульса B. Такое рас-
смотрение позволяет получить аналитически двумерное отображение для комплекс-
ной переменной z = x+iẋ, выражающейся через координату и скорость осциллятора
сразу после очередного импульса [20] следующим образом:

zn+1 =
zn exp(

λT
2
− iT ) exp(−iψn)

√
1 + |zn|2 exp(λT )− 1

4λ

+ iB, (2)

где

ψn =
3
2
β ln

∣∣∣∣∣
|zn|2
4λ

(exp(λT )− 1) + 1

∣∣∣∣∣ (3)

– дополнительный набег фазы, связанный с нелинейной зависимостью скорости ее
изменения от амплитуды колебаний.

В свою очередь, можно сделать еще одно приближение, состоящее в том, что
в промежутке между импульсами изображающая точка успевает вернуться на пре-
дельный цикл. Тогда из (2) при λT >> 1 приходим к одномерному отображению для
фазы [20]

θn+1 = arctg
(

sin θn + C

cos θn

)
−Ω− 3

2
β ln

(
1 + 2C sin θn + C2

)
. (4)
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Здесь C = B/(2
√
λ) имеет смысл нормированной амплитуды внешнего

воздействия, а

Ω = T

(
1 +

3
2
βλ

)
(5)

– нормированного периода.
Уравнения (1), (2), (4) образуют иерархию моделей (дифференциальная систе-

ма, двумерное отображение, одномерное отображение), описывающих синхрониза-
цию автоколебательной системы короткими импульсами. На рис. 1 показаны карты
динамических режимов для дифференциальной системы и ее двумерного отображе-
ния при значениях параметров λ = 0.2 и β = 1. На картах оттенками серого цве-
та обозначены определяемые численно области различных периодических режимов.
Белый цвет соответствует режиму периода 1, а черный – квазипериодическим режи-
мам и хаосу. Для дифференциальной системы (1) периоды режимов определялись в
стробоскопическом сечении, проводимом через период воздействия. На рис. 1 мож-
но видеть систему языков синхронизации, причем указанный метод выявляет и их
сложное внутренне устройство: наличие удвоений, характерных структур «crossroad
area» [28] и др. Различные языки синхронизации периода 1 на рис. 1 отвечают
разному числу оборотов изображающей точки на фазовой плоскости вокруг нача-
ла координат в промежутке между импульсами. Отметим, что значение параметра

Рис. 1. Карты динамических режимов: а – возбуждаемого импульсами осциллятора ван дер Поля–
Дуффинга (1); б – полученного для него двумерного отображения (2)
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λ = 0.2 невелико, поэтому квазигармоническое приближение эффективно, и рисунки
для дифференциальной системы и двумерного отображения мало различаются. Для
значений λ больше или порядка единицы это оказывается уже не так [14, 19, 20].

На рис. 2, а показана карта дина-

Рис. 2. а – Карта динамических режимов отобра-
жения окружности (4) для неизохронной системы
(β = 1). б – Карта динамических режимов синус-
отображения окружности (7)

мических режимов одномерного отоб-
ражения для фазы (4) при β = 1. Мож-
но видеть характерную структуру язы-
ков синхронизации, которую интересно
сравнить с рис. 1. На первый взгляд мо-
жет показаться, что условия работоспо-
собности двумерного и одномерного
отображений противоречивы: для
эффективности первого нужно, чтобы
было справедливо квазигармоническое
приближение, то есть λ << 1. С другой
стороны, для эффективности одномер-
ного отображения необходима быстрая
возвращаемость изображающей точки
на предельный цикл. Это противоречие
снимается за счет того, что последнее
условие может быть обеспечено не толь-
ко большой величиной самого парамет-
ра λ, но и его соотношением с периодом
воздействия, то есть λT >> 1. Физиче-
ски это легко объяснимо: чем реже им-
пульсы, тем дольше свободно движет-
ся изображающая точка, и тем лучше в
промежутке между импульсами выпол-

няется условие возвращения на предельный цикл. Этот факт находит свое выра-
жение на рис. 1 – с ростом периода воздействия (движение направо по карте) си-
стема языков модифицируется, приближаясь к картине на рис. 2, а. Тем не менее
указанная тонкость говорит о том, что для релаксационных режимов необходим
дополнительный анализ, и «универсальность» картины синхронизации может на-
рушаться. Соответствующее такому режиму одномерное отображение для системы
ван дер Поля с импульсным возбуждением достаточно специфично. Оно получено и
обсуждается в [14].

Еще одна особенность одномерного отображения для фазы (4) – строгая пе-
риодичность по нормированному периоду воздействия Ω, заданному выражением
(5). Природа этой периодичности состоит в том, что режимы, различающиеся на
целое число оборотов изображающей точки вокруг начала координат, неразличимы.
Для исходной системы (1) и для двумерного отображения (2), как хорошо видно на
рис. 1, это не так.

1.2. Сравнение синхронизации изохронных и неизохронных систем. При
анализе моделей (1), (2), (4) выделяются два важных случая: изохронные и су-
щественно неизохронные системы. Первые отличаются тем, что параметр β равен
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Рис. 3. Карта динамических режимов отображения Гласса (6); б – увеличенный фрагмент

нулю. В этом случае в соответствии с (2) и (3) набег фазы за время между импуль-
сами равен просто T и не зависит от радиуса орбиты осциллятора. Последнее и
определяет свойство изохронности системы.

Простейшая модель возбуждаемой импульсами изохронной системы получа-
ется из (4) при β=0 и имеет вид

θn+1 = arctg(
sin θn + C

cos θn
)− T. (6)

Это отображение впервые, по-видимому, было получено Л. Глассом [7–9].
Для неизохронной системы, для которой параметр β отличен от нуля, при

описании динамики фазы следует использовать обобщенное отображение окруж-
ности (4). Если неизохронность достаточно велика, а именно параметр β порядка
или больше единицы, из (4) в случае небольших значений амплитуды воздействия
C (C << 1) нетрудно получить стандартное синус-отображение окружности [1, 28]
вида

θn+1 = θn +Ω− 3βC sin θn. (7)

Карта динамических режимов изохронного отображения Гласса (6) и ее уве-
личенный фрагмент показаны на рис. 3. Карта неизохронной системы (4) при β = 1
показана на рис. 2, а. Рядом, на рис. 2, б, в соответствующих масштабах показана
карта динамических режимов для стандартного синус-отображения окружности (7).
Таким образом, рис. 2 иллюстрирует эффективность последнего в области C < 1 в
случае большой неизохронности.

Проведем краткое сравнение отображений для изохронной и неизохронной
систем. Оба они выявляют систему языков синхронизации, в промежутках между
которыми реализуются квазипериодические режимы. В обоих случаях возникает си-
туация перекрытия языков: при C = 1 для изохронной системы, и при C ≈ 1/(3β)
для неизохронной2. Что касается внутреннего устройства языков синхронизации и

2Условие C = 1 имеет простой физический смысл – амплитуда импульса точно равна размеру
предельного цикла автономной системы. С этим и связана особая роль данного условия. Оценку
C ≈ 1/(3β) получаем из (7), приравнивая единице множитель перед синусом.
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области выше линии их перекрытия, то здесь имеют место существенные различия.
Так, удвоения периода в изохронной системе реализуются при уменьшении ампли-
туды воздействия, а в неизохронной – наоборот, при ее увеличении. При этом для
изохронной системы вдоль линии C = 1 отображение для фазы является кусочно-
линейным, а для стандартного синус-отображения окружности линия начала пере-
крытия языков определяется условием появления кубической точки перегиба. Соот-
ветственно, закономерности лестницы чисел вращения на этой линии оказываются
в этих случаях существенно разными. (Сравните соответствующее обсуждение изо-
хронной системы в работах [10–12] и «классическое» ренормгрупповое описание
для синус-отображения окружности [28, 29].) Другие детали, отличающие изохрон-
ные и неизохронные системы с импульсным возбуждением, можно найти в работе
[20]. Обсуждение двумерной изохронной модели (2), а также целый ряд «тонкостей»,
связанных с ее предельным переходом к одномерному отображению (6), содержится
в работе [7].

Таким образом, неизохронность играет важную роль в устройстве простран-
ства параметров системы, причем именно для существенно неизохронных систем
работоспособно традиционное синус-отображение окружности.

1.3. Эффект стабилизации неустойчивых предельных циклов. Свойство
неизохронности обуславливает еще один интересный эффект в возбуждаемых им-
пульсами системах. Обратимся к ситуации, когда в автономной системе имеет ме-
сто субкритическая бифуркация Андронова–Хопфа. А именно, когда при λ > 0 фо-
кус в начале координат из неустойчивого становится устойчивым и от него отде-
ляется неустойчивый предельный цикл. Для этого рассмотрим следующую диффе-
ренциальную систему, которая возбуждается периодической последовательностью
δ-импульсов:

ẍ + (λ− x2)ẋ + x + βx3 = B
∑
δ(t− nT ); (8)

(отличие от системы (1) состоит в смене знака перед диссипативным членом).
На рис. 4 показана карта динамических режимов системы (8) на плоскости

параметров период T – амплитуда B внешнего воздействия для λ = 1.2. На этой
карте доминируют области периода один и область убегания траекторий на беско-
нечность, показанная одним из оттенков серого цвета. Это физически совершенно
естественно: при малых амплитудах воздействия изображающая точка приближает-
ся к устойчивому фокусу, при больших – импульсы «выбрасывают» ее за границы
неустойчивого цикла, и точка уходит на бесконечность. Однако на карте, представ-
ленной на рис. 4, можно видеть и очень узкую полосу устойчивых режимов другого
типа, разделяющую эти области. На рис. 4 приведен увеличенный фрагмент карты,
на котором полоса устойчивых режимов показана более детально. Внутри нее на-
блюдаются квазипериодические режимы со встроенной системой языков синхрони-
зации периода два, три и т.д. Для этих режимов представлены портреты аттракторов
(рис. 4, а–д). На них хорошо видно, что траектория движется в окрестности неустой-
чивого предельного цикла автономной системы, при этом с течением времени она
уходит от него, а внешний сигнал своими ударами возвращает траекторию в эту
окрестность.

Однако одной «возвращаемости» траекторий недостаточно для стабилизации
неустойчивости, поскольку две близкие траектории даже в этом случае могут
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Рис. 4. Карта динамических режимов возбуждаемой импульсами системы с неустойчивым предельным
циклом (8), ее увеличенный фрагмент и портреты аттракторов для языков синхронизации периодов:
два (а), три (д), четыре (в), пять (б) и квазипериодического режима (г). Все иллюстрации построены
для λ = 1.2, β = 1

расходиться. Принципиальную роль

Рис. 5. Фазовые траектории, стартующие из близ-
ких точек в окрестности неустойчивого предельно-
го цикла (показан жирной линией) для системы (8)
в случае β = 0 (а) и β = 1 (б). Остальные парамет-
ры λ = 1.2, T = 1.5 и B = 1.8

в этом процессе играет неизохронность.
Этот факт иллюстрирует рис. 5, на ко-
тором показано по паре фазовых тра-
екторий, стартовавших из близких то-
чек в окрестности неустойчивого цик-
ла. Рис. 5, а относится к случаю отсут-
ствия; а б – к случаю сильно неизохрон-
ной системы. Хорошо видно, что тра-
ектории на рис. 5, а достаточно быст-
ро расходятся, несмотря на наличие

внешних импульсов. В свою очередь, из
рис. 5, б видно, что благодаря соответствующей зависимости угловой скорости от ам-
плитуды изображающая точка, движущаяся по орбите большего радиуса, ускоряется.
В результате расстояние между траекториями после двух импульсов практически не
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изменилось. Другими словами, неизохронность (или фазовая нелинейность) компен-
сировала неустойчивость. Более детальное обсуждение стабилизации импульсами
системы (8) с неустойчивым предельным циклом можно найти в работах [21, 22].

1.4. Синхронизация импульсами автогенератора с жестким возбуждени-
ем у порога исчезновения автоколебаний. Мы рассмотрели колебательные яв-
ления в возбуждаемых импульсами системах с устойчивым или неустойчивым пре-
дельными циклами. Однако интересные режимы при наличии импульсного возбуж-
дения может демонстрировать и система, в которой сосуществуют оба эти цикла.
Одна из таких возможных моделей рассмотрена, например, в [15]. Обратимся здесь
к классической модели автогенератора с жестким возбуждением [4, 5], находящимся
под воздействием периодической последовательности δ-импульсов3

ẍ + (λ− x2 + kx4)ẋ + x + βx3 = B
∑
δ(t− nT ). (9)

Здесь по сравнению с (8) появился новый бифуркационный параметр k. При ма-
лых k в автономной системе (9) имеется неустойчивый предельный цикл, близкий
к предельному циклу системы (8). Кроме того, имеется устойчивый предельный цикл

большого радиуса. С ростом k предель-

Рис. 6. Карты динамических режимов неавто-
номного автогенератора с жестким возбуждением
(9) за порогом бифуркации слияния устойчивого
и неустойчивого циклов для изохронного случая
(β = 0, λ = 1.2, k = 0.11) (а) и неизохронного
(β = 2, λ = 1.2, k = 0.165)

ные циклы сближаются и при некото-
ром бифуркационном значении kбиф сли-
ваются и исчезают [2, 4–5]. С помощью
квазигармонического приближения для
бифуркационного значения параметра
имеем оценку kбиф = 1/(8λ) [5]. Как
следствие, для λ = 1.2 (значение, кото-
рое будем использовать далее) оценка с
помощью укороченного уравнения дает
kбиф ≈ 0.10417, а для дифференциаль-
ной системы (9) численно можно най-
ти весьма близкое значение
kбиф = 0.10791.

На рис. 6, а показана карта дина-
мических режимов системы (9) в изо-
хронном случае для значения парамет-
ра k немного больше бифуркационного.
Можно констатировать, что устойчивые
режимы сохраняются не только до по-
рога бифуркации слияния циклов, но и

за ним, когда предельные циклы в автономной системе исчезли. В этом случае устой-
чивые режимы реализуются в окрестности «сгущения» фазовых траекторий, обра-
зовавшегося вблизи орбиты, отвечающей слиянию циклов. На карте хорошо вид-
ны как квазипериодические, так и синхронные режимы. При этом области устой-
чивых режимов на плоскости параметров период–амплитуда воздействия выглядят
как острова квазипериодических режимов, которые пересекают окна периодических

3Имеется обширная литература, относящаяся к такой системе под действием гармонического сигна-
ла, начиная с классических работ Л.И. Мандельштама и Н.Д. Папалекси [30], в которых приближенны-
ми методами выявлена возможность режимов биений в ситуации, когда автоколебания в автономном
режиме отсутствуют. Здесь мы ограничиваемся системами с импульсным возбуждением и не исполь-
зуем приближенных методов.
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режимов. С ростом параметра k острова уменьшаются в размерах и поэтапно исче-
зают. При этом исчезают в первую очередь те из них, которые отвечают большим
периодам воздействия. Это естественно – чем больше промежуток времени между
импульсами, тем дольше движется изображающая точка, и тем ближе она оказыва-
ется к устойчивому фокусу в начале координат.

Учет неизохронности также заметно сказывается на характере наблюдаемых
режимов. В случае сильно неизохронной системы острова устойчивых режимов за
порогом бифуркации слияния циклов сохраняются, однако среди них начинают до-
минировать области удвоенного периода и хаоса, которые вытесняют квазипериоди-
ческие режимы (рис. 6, б). Важно отметить и то, что с ростом неизохронности растет
и бифуркационное значении kбиф.

2. Трехмерные системы

2.1. Зависимость картины синхронизации от направления импульсов.
Известно множество автоколебательных систем с трехмерным фазовым про-

странством: система Ресслера, генератор Анищенко–Астахова, генератор Кислова–
Дмитриева и др. [1–2, 4, 28, 31]. В этих системах также возможна бифуркация
Андронова–Хопфа. Поэтому, в силу универсальности этой бифуркации, на первый
взгляд кажется, что картина синхронизации импульсами для таких систем должна
укладываться в рамки картины, описанной в п. 1.1 и 1.2. Отличия могут наступать
лишь в области, где существенно проявляется наличие третьего измерения в авто-
номной системе: удвоения периода и хаос. Это оказывается, однако, не вполне так.
Действительно, бифуркация Андронова–Хопфа универсальна. Однако в трехмерной
системе она «разыгрывается», фактически, на некоторой поверхности, вложенной
в трехмерное фазовое пространство. Поэтому действие импульсов в пределах этой
поверхности дает описанную выше картину. Однако есть третье, трансверсальное к
указанной поверхности направление. Картина синхронизации при действии импуль-
сов в этом направлении вполне может оказаться иной. Это можно проиллюстриро-
вать на примере системы Ресслера [28]

ẋ = −y − z,

ẏ = x + py,

ż = q + z(x− r),

(10)

где x, y, z – динамические переменные; p, q, r – параметры системы. Положим
значения параметров p = 0.2, q = 0.1, r = 1.5. В этом случае в автономной си-
стеме Ресслера реализуется устойчивый предельный цикл. Его особенность состоит
в том, что он почти целиком располагается в плоскости (x, y) и лишь малая его
часть «выступает» в направлении оси z. На рис. 7 показаны карты динамических
режимов системы (10) с внешним импульсным воздействием на плоскости парамет-
ров период T – амплитуда B воздействия. Периоды режимов, отмеченных на карте,
определялись в стробоскопическом сечении, проводимом через период воздействия.

Нетрудно видеть, что рис. 7, а вполне отвечает ситуации, рассмотренной в
п. 1.1 и 1.2, и система языков синхронизации качественно близка случаю двумер-
ных неизохронных систем и стандартному синус-отображению окружности. Одна-
ко имеется и отличие – в трехмерной системе появляется область убегания тра-

97



Рис. 7. Карты динамических режимов неавтономной системы Ресслера в случае воздействия импульсов
вдоль оси x (а) и вдоль оси z (б)

ектории на бесконечность, отвечающая достаточно большой амплитуде импульсов.
А вот рис. 7, б дает совершенно другую, специфическую картину языков синхро-
низации. Таким образом, картина синхронизации в трехмерных автоколебательных
динамических системах может зависеть от направления действия импульса. Более
подробное обсуждение этих вопросов и другие примеры (в частности, генератор
Кислова–Дмитриева) можно найти в работах [24–26].

2.2. Стабилизация импульсами в режиме «убегающей» траектории.
В трехмерных динамических системах возможны и другие интересные ко-

лебательные режимы, инициированные внешним воздействием. Будем, например,
уменьшать ответственный за бифуркацию Андронова–Хопфа основной управляю-
щий параметр. Тогда предельный цикл будет уменьшаться в размере, пока не исчез-
нет. Оставшаяся устойчивая неподвижная точка также может исчезнуть в результате
последующей седло-узловой бифуркации. Особенность трехмерных систем состоит
в том, что неподвижные точки характеризуются не двумя, а тремя собственными
числами. Поэтому в результате седло-узловой бифуркации могут слиться, напри-
мер, устойчивый фокус и седло-фокус [2]. После слияния точек такого типа созда-
ется поток фазовых траекторий «с вращением», и у системы сохраняется некоторый
внутренний ритм, хотя устойчивые и неустойчивые режимы в автономной систе-
ме отсутствуют. Такая ситуация не имеет аналога в двумерных системах и создает
определенные предпосылки для возникновения синхронных и квазипериодических
режимов.

Обсудим описанную ситуацию на примере системы Ресслера (10). Эта система
имеет две неподвижные точки

x0 =
r ∓

√
r2 − 4pq

2
,

y0 =
−r ±

√
r2 − 4pq

2p
,

z0 =
r ∓

√
r2 − 4pq

2p
.

(11)
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Нетрудно видеть, что седло-узловая бифуркация имеет место при условии
r2 = 4pq. Зафиксируем параметры p = 0.2, q = 0.2. Тогда седло-узловая бифур-
кация происходит при r = 0.4. Соответствующее характеристическое уравнение в
этой точке имеет одно действительное и пару комплексно-сопряженных собствен-
ных чисел

λ1 = 0, λ2,3 = ±i
√

2. (12)

Таким образом, можно оценить период внутреннего «ритма» системы как

Tвн =
2π

|Imλ2,3| =
√

2π ≈ 4.5. (13)

Понятно, что при некотором смещении от точки бифуркации период осцил-
ляций несколько изменится, но не сильно. На рис. 8, а показана реализации x(t)
автономной системы Ресслера при r = 0.2, что отвечает отсутствию неподвижных
точек в системе. Нетрудно видеть, что динамика переменной x действительно харак-
теризуется наличием осцилляций, причем их период хорошо совпадает с оценкой,
данной формулой (13). Динамика переменной y(t) также характеризуется наличием
осцилляций, на которые наложен медленный дрейф. Этот дрейф, в конечном итоге,
и отвечает за убегание изображающей точки на бесконечность (рис. 8, б).

Добавим теперь в систему (10) внешнее импульсное воздействие следующим
образом:

ẋ = −y − z + B
∑
δ(t− nT ),

ẏ = x + py,

ż = q + z(x− r).

(14)

На рис. 8 вместе с реализациями

Рис. 8. Реализации автономной (1) и возбуждаемой
импульсами (2) системы Ресслера x(t) и y(t) при
p = q = r = 0.2. Импульсы включаются в момент
времени t = 1.4

автономной системы показаны и реали-
зации возбуждаемой системы (14). Из
рис. 8, а нетрудно видеть, что имеет ме-
сто режим синхронизации с соотноше-
нием частот 1:4 по отношению к внут-
реннему ритму системы. Графики реа-
лизации y(t) на рис. 8, б демонстри-
руют, как внешние толчки меняют ско-
рость изменения переменной y и тем
самым компенсируют дрейф, характер-
ный для свободного движения.

На рис. 9 показана карта динамических режимов системы (14) на плоскости
параметров период – амплитуда внешнего воздействия в случае, когда в автономной
системе вообще нет неподвижных точек. Тем не менее нетрудно видеть, что наряду
с областью убегания траектории на бесконечность возможны и устойчивые режимы.
Так, имеет место система языков синхронизации разной кратности. Внутри языков
можно видеть области удвоенного периода. Вне языков реализуются квазиперио-
дические режимы. Рядом с картой показаны фазовые портреты системы в режиме
синхронизации 1:4 и в случае квазипериодических колебаний. На портретах аттрак-
торов хорошо видны импульсы, действующие на систему в направлении оси x.
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Рис. 9. Карта динамических режимов возбуждаемой импульсами системы Ресслера (14) и портреты
аттракторов, отвечающих режиму периода 4 – точка б (T = 1.4, B = 6) и квазипериодическому
режиму – точка а (T = 1.3, B = 6)

Таким образом, особенности трехмерных динамических систем дают возмож-
ность наблюдать устойчивые синхронные режимы разной кратности и квазипери-
одические режимы даже в случае, когда в автономной системе отсутствуют непо-
движные точки и аттракторы.

2.3. Удвоения торов в системе с «убегающей» траекторией. Возбуждае-
мая импульсами трехмерная динамическая система в режиме «убегающих» траек-
торий может демонстрировать еще один интересный тип поведения. Вновь обра-
тимся к неавтономной системе Ресслера (14). При постепенном уменьшении пери-
ода воздействия при фиксированной амплитуде в системе (14) возрастает кратность
языков синхронизации (рис. 9) и, соответственно, число импульсов, наблюдаемых
на аттракторе. В этом случае удобно перейти от фазовых портретов типа рис. 9 к
сечениям Пуанкаре. С этой целью в трехмерном пространстве (x, y, z) изобра-
жаем последовательно точки, отвечающие стробоскопическому сечению Пуанкаре,
то есть «зафиксированные» через период внешнего воздействия T . Примеры таких
иллюстраций даны на рис. 10. На нем можно видеть замкнутую инвариантную кри-
вую, которая, в силу определения сечения Пуанкаре, отвечает квазипериодическому
режиму.

Будем еще более уменьшать период воздействия. Если периоды воздействия
будут совсем малыми, то возникает новый эффект. Инвариантная кривая стано-
вится «двухоборотной» (рис. 10, б). В нелинейной динамике принято называть та-
кой тип перестройки удвоением тора [31]. При дальнейшем уменьшении периода
воздействия происходит удвоение уже двухоборотной инвариантной кривой и т.д.
(рис. 10, в, г).
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Рис. 10. Инициированные импульсами удвоения торов в системе Ресслера (14) в режиме «убегающей»
траектории. Показаны траектории, отвечающие стробоскопическому сечению Пуанкаре через период
внешнего воздействия. Параметры неавтономной системы выбраны следующие: p = q = r = 0.2;
B = 6; T = 0.5 (а); 0.4 (б); 0.32 (в); 0.305 (г)

Итак, в трехмерной системе с «убегающими» в автономном режиме траекто-
риями возможен каскад удвоения торов, реализующийся при уменьшении периода
воздействия. При этом особенность данной задачи – большое число наблюдаемых
удвоений торов, когда торы не разрушаются, что связано, надо полагать, с очень
простой динамикой автономной системы.

3. Четырехмерные системы

3.1. Взаимная синхронизация неизохронных осцилляторов. Перейдем те-
перь к обсуждению свойств системы с четырехмерным фазовым пространством. Она
может состоять из двух составляющих – самостоятельных двумерных автоколеба-
тельных систем, а значит, может наблюдаться «внутренняя», взаимная синхрониза-
ция. Теория взаимной синхронизации систем с предельными циклами – обширная
область теории колебаний и нелинейной динамики, и ей посвящено значительное
число работ (см., например [1– 4, 32– 44] и цитированную там литературу). Мы об-
судим некоторые ее аспекты, не получившие пока достаточного освещения.

Классической моделью для изучения взаимной синхронизации может служить
система связанных осцилляторов ван дер Поля–Дуффинга

ẍ− (λ1 − x2)ẋ + x + βx3 + µ(ẋ− ẏ) = 0,

ÿ − (λ2 − y2)ẏ + (1 + ∆)ẏ + βy3 + µ(ẏ − ẋ) = 0.
(15)

Здесь λ1 и λ2 – параметры, характеризующие степень превышения над порогом би-
фуркации Андронова–Хопфа в автономных осцилляторах; ∆ – частотная расстройка
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Рис. 11. Карты динамических режимов системы (15) в случае изохронных – β = 0 (а) и неизохронных
– β = 1 (б) связанных осцилляторов. Управляющие параметры: λ1 = λ2 = 2.5

второго осциллятора относительно первого; β – параметр неизохронности осцилля-
торов; µ – коэффициент диссипативной связи4.

Как мы видели при обсуждении режимов вынужденной синхронизации в п. 1.1
и 1.2, неизохронность оказывает заметное влияние на картину наблюдаемых режи-
мов. Естественно ожидать, что неизохронность заметно скажется и на динамике си-
стемы (15). Показанные на рис. 11 карты динамических режимов (15) позволяют
сравнить между собой изохронный (рис. 11, а) и неизохронный (рис. 11, б) случаи.
Сделаем одно замечание, касающееся построения карт режимов для связанных си-
стем. В этом случае нет воздействия с фиксированным периодом, поэтому построить
стробоскопическое сечение Пуанкаре невозможно. Исследуемая система характери-
зуется четырехмерным фазовым пространством (x, ẋ, y, ẏ). Поэтому в качестве се-
чения Пуанкаре будет выступать трехмерная гиперповерхность, заданная некоторым
дополнительным условием, например, равенством нулю скорости второго осцилля-
тора ẏ = 0. В этом случае определялось число точек n пересечений траектории и
секущей. На картах цвет выбран в соответствии с периодом n.

4Мы ограничиваемся здесь случаем связи через скорости осцилляторов, то есть диссипативной
связи.
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Рис. 12. Фазовые портреты квазипериодических режимов первого и второго связанных осцилляторов
ван дер Поля–Дуффинга (15). (Здесь и далее первому осциллятору соответствует переменная x, второ-
му – y.) λ1 = λ2 = 2.5, β = 1. Значения параметров: ∆ = 19.82, µ = 2.48 (а); ∆ = 19.82, µ = 2.31 (б);
∆ = 19.82, µ = 2.21 (в); ∆ = 26.97, µ = 0.41 (г)

На карте рис. 11, а обнаруживаются области квазипериодического поведения,
языки синхронизации с разным соотношением захваченных частот и специфическая
область эффекта «гибели колебаний» [1, 32], которому отвечает устойчивая непо-
движная точка, расположенная в начале координат.

Сравнение рис. 11, а и б говорит о том, что при наличии неизохронности
происходит смещении кратных языков синхронизации в сторону больших значе-
ний частотной расстройки. Языки заметно расширяются, так что можно видеть си-
туацию перекрытия языков синхронизации, характерную для стандартного синус-
отображения окружности (6). Также изменяется внутреннее устройство языков: на-
блюдаются удвоения периода и возникновение областей хаотической динамики внут-
ри самих языков синхронизации. С ростом параметра неизохронности β происходит
рождение новых островов удвоенного периода. Визуально возникают две системы
языков, вершины первой выстроены вдоль линии нулевой связи, а второй – вдоль
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Рис. 13. Инвариантная кривая и ее разрушение в сечении Пуанкаре связанных осцилляторов
ван дер Поля–Дуффинга (15). λ1 = λ2 = 2.5, β = 1. Отмечены точки, отвечающие стробоскопиче-
скому сечению через период воздействия. Значения параметров: ∆ = 18.72, µ = 2.33 (а); ∆ = 12.51,
µ = 1.63 (б); ∆ = 10.05, µ = 1.56 (в)

границы основной области синхронизации 1:1, которая, очевидно, является линией
бифуркации Неймарка–Сакера. Область хаоса формируется в пространстве, разделя-
ющем эти системы языков синхронизации.

На рис. 12 показано несколько характерных фазовых портретов первого и вто-
рого осциллятора системы (15) в квазипериодическом режиме. При небольшой связи
портреты аттракторов представляют собой достаточно мало возмущенные предель-
ные циклы индивидуальных осцилляторов. При этом изображающая точка никогда
не посещает окрестность начала координат. С ростом связи траектории индивидуаль-
ных осцилляторов возмущаются все сильнее, и наступает момент, когда изобража-
ющая точка первого осциллятора может посещать и окрестность начала координат.
Соответствующий фазовый портрет выглядит как полностью «замазанный» траекто-
риями. Очевидно, что фаза этого осциллятора оказывается плохо определяемой. По
мере приближения к области гибели колебаний происходит существенное уменьше-
ние размера аттракторов (см. масштабы по осям координат). Изображающая точка
вновь перестает посещать начало координат, но вид аттрактора отличается от случая
малой связи.

На рис. 13 представлены некоторые трехмерные «сечения Пуанкаре», иллю-
стрирующие динамику системы связанных осцилляторов в областях квазипериоди-
ческих режимов и вблизи порога хаоса. Напомним, что сечение Пуанкаре выби-
ралось в виде гиперповерхности ẏ = 0 в четырехмерном фазовом пространстве
(x, ẋ, y, ẏ). Таким образом, сечение Пуанкаре – это траектория системы в трех-
мерном пространстве (x, ẋ, y), как и показано на рис. 13. Можно видеть, что фа-
зовый портрет в таком сечении Пуанкаре представляют инвариантные кривые, что
иллюстрирует квазипериодический характер динамики. При приближении к области
хаоса кривые начинают деформироваться и разрушаются через потерю гладкости.

3.2. Синхронизация неидентичных осцилляторов. Широкополосная син-
хронизация. Мы рассмотрели случай синхронизации идентичных по управляю-
щим параметрам осцилляторов λ1 = λ2. Стоит отметить, что это традиционное пред-
положение, характерное почти для всех публикаций на данную тему. В то же время
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Рис. 14. Карта динамических режимов системы связанных неидентичных осцилляторов ван дер Поля
(15) для λ1 = 2.0, λ2 = 1.0, β = 0 и характерные фазовые портреты первого и второго осцилляторов, а
также трехмерные портреты аттракторов в сечении Пуанкаре, отвечающем пересечению поверхности
ẏ = 0

случай неидентичных управляющих параметров выявляет интересные и существен-
ные особенности картины синхронизации [40, 42– 44]. На рис. 14 показана карта
динамических режимов и характерные фазовые портреты осцилляторов в случае
неидентичных параметров (λ1 = 2.0, λ2 = 1.0). Можно видеть, что неидентичность
существенно сказалась на устройстве плоскости параметров. Область гибели колеба-
ний и квазипериодических режимов оказалась разделенной узкой полосой синхрон-
ных периодических режимов. Размер этой полосы определяется по величине связи
управляющими параметрами осцилляторов и задается неравенством λ1 < µ < λ2.

По частотной же расстройке размер этой новой области ничем не ограни-
чен. При продвижении внутри полосы на фазовом портрете второго осциллятора
увеличивается число «петель», однако, сохраняются режимы взаимной синхрониза-
ции. Это хорошо видно также и на портретах в сечении Пуанкаре в пространстве
(x, ẋ, y). Мы видим небольшое число точек, что отвечает синхронным режимам,
причем число пересечений с секущей поверхностью растет по мере продвижения
вглубь выявленной области.

Таким образом, возникает ситуация, которую можно охарактеризовать как «ши-
рокополосная синхронизация» [43, 44]. Природа ее понятна: при условии
λ2 < µ < λ1 первый, более возбужденный осциллятор доминирует над вторым.
Это находит свое воплощение в заметном уменьшении размеров предельного цикла
второго осциллятора при увеличении частотной расстройки. (Обратите внимание на
масштабы по осям координат на фазовых портретах.) Другие детали особенности
динамики неидентичных по управляющему параметру осцилляторов можно найти в
работах [40, 42– 44].
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Рис. 15. Карта динамических режимов системы связанных неидентичных по управляющим параметрам
и нелинейной диссипации осцилляторов ван дер Поля (16) для λ1 = 2.0, λ2 = 1.0, γ = 0.01, β = 0 и
характерные фазовые портреты первого и второго осцилляторов в отмеченных на карте точках a и б

Можно, однако, при большой частотной расстройке добиться возникновения
режимов синхронизации и в случае, когда осцилляторы равноправны. Рассмотрим
следующую систему:

ẍ− (λ1 − x2)ẋ + x + βx3 + µ(ẋ− ẏ) = 0,

ÿ − (λ2 − γy2)ẏ + (1 + ∆)ẏ + βy3 + µ(ẏ − ẋ) = 0.
(16)

Здесь введен дополнительный параметр γ, характеризующий нелинейную диссипа-
цию второго осциллятора. С помощью квазигармонического приближения нетрудно
получить оценки размеров предельных циклов в автономном случае: для первого
осциллятора – это

√
λ1, а для второго –

√
λ2/γ. Таким образом, если использовать

малые значения γ, можно заметно увеличить размер предельного цикла второго ос-
циллятора.

Карта режимов для системы (16) при γ = 0.01, β = 0 и несколько харак-
терных фазовых портретов показаны на рис. 15. Можно видеть, что в этом случае
широкополосная синхронизация сохраняется, более того, у основного языка синхро-
низации появился дополнительный «отросток», в пределах которого осцилляторы
теперь равноправны. (О «равноправности» или доминировании осциллятора судим
по виду фазового портрета и размерам аттрактора.) В областях кратной синхрони-
зации осцилляторы теперь могут быть как равноправными, так может произойти и
смена «лидирующего» осциллятора, когда второй осциллятор доминирует.

3.3. Возбуждение импульсами диссипативно связанных автоколебатель-
ных осцилляторов. Эффект «вымирания» островов квазипериодических режи-
мов. Обратимся теперь к системе диссипативно связанных осцилляторов ван дер По-
ля, возбуждаемых внешними импульсами

ẍ− (λ1 − x2)ẋ + x + βx3 + µ(ẋ− ẏ) = A
∑
δ(t− nT ),

ÿ − (λ2 − y2)ẏ + (1 + ∆)ẏ + βy3 + µ(ẏ − ẋ) = 0.
(17)

Интересным является вопрос: как проявится в динамике возбуждаемой систе-
мы возможность режима «гибели колебаний» связанных осцилляторов? Для ответа
на него будем следить за устройством плоскости параметров период T – амплитуда
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Рис. 16. Эволюция карты динамических режимов возбуждаемой импульсами системы диссипативно
связанных осцилляторов ван дер Поля (17) при продвижении вглубь области «гибели колебаний» ав-
тономной системы: µ = 1.3; ∆ = 4(a), 5 (б), 6 (в). Фазовые портреты первого и второго осцилляторов
в избранных точках «острова», отвечающих квазипериодическому режиму и режиму периода два

воздействия B, постепенно продвигаясь по плоскости параметров связанных осцил-
ляторов вглубь области «гибели колебаний». С этой целью зафиксируем величину
связи, и будем постепенно увеличивать частотную расстройку осцилляторов ∆.

На рис. 16 показаны характерные плоскости параметров воздействия (T, B)
системы (17), отвечающие трем избранным точкам вблизи границы области гибели
колебаний. Можно видеть, что колебательные режимы, причем достаточно разно-
образные, сохраняются и внутри области гибели колебаний. В точке, отвечающей
рис. 16, a, в автономной системе наблюдается захват частот колебаний осцилляторов
с соотношением 1:1. В этом случае картина синхронизации в неавтономном режиме
на плоскости (T, B) в значительной мере аналогична случаю воздействия импуль-
сами на отдельный осциллятор ван дер Поля [19].

При продвижении вдоль выделенной горизонтальной линии в сторону области
«гибели колебаний», однако, наблюдается существенное изменение картины. С ро-
стом частотной расстройки ∆ в момент перехода в режим гибели колебаний области
квазипериодических режимов «отрываются» от оси нулевой амплитуды воздействия
(переход от рис. 16, a к рис. 16, б.). Теперь они отделены от оси областью периода 1.
При этом области квазипериодических режимов образуют отдельные изолированные
«острова». При дальнейшем увеличении частотной расстройки осцилляторов остро-
ва постепенно уменьшаются в размерах и поэтапно «вымирают». Наиболее долгожи-
вущим является остров, отвечающий наименьшему периоду внешнего воздействия.
При этом вымирание островов квазипериодических режимов происходит достаточ-
но глубоко внутри области гибели колебаний системы связанных осцилляторов5.
На рис. 16 представлены также два фазовых портрета осцилляторов, относящихся

5Нетрудно усмотреть здесь некоторую аналогию с механизмом исчезновения колебательных режи-
мов в возбуждаемом импульсами автогенераторе с жестким возбуждением, см. п. 1.4.
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к наиболее крупному «долгоживущему» острову. Можно видеть, что некоторые из
областей периодических режимов, например, области периода 3 и 2, образуют очень
узкие «окна», пересекающие остров.

Таким образом, при наличии большой диссипативной связи две связанные си-
стемы ван дер Поля ведут себя как затухающий осциллятор – демонстрируют режим
«гибели колебаний». Однако внешнее импульсное воздействие даже в этом режиме
выявляет присущие системе автоколебательные свойства, инициируя квазипериоди-
ческое поведение. Подчеркнем пороговый характер возникновения квазипериодиче-
ских движений в режиме гибели колебаний автономных осцилляторов. А именно,
для фиксированной частоты воздействия необходима некоторая минимальная вели-
чина импульсов, начиная с которой такой режим возможен.

Работа поддержана грантами РФФИ № 06-02-16773 и фонда «Династия».
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PULSED SYNCHRONIZATION AND SYNCHRONIZATION
IN COUPLED SYSTEMS: NEW ASPECTS OF CLASSICAL PROBLEM

A.P. Kuznetsov, Yu.P. Roman, N.V. Stankevich, L.V. Turukina

Different features of the pulsed synchronization of self-oscillatory systems are
considered. Namely nonisochronous, stabilization of the unstable systems, synchronization
of the coupled oscillators in the region of the "oscillatory death"and etc. Illustrations
for the coupled nonisochronously oscillators and non-identical (controlling parameter and
nonlinear dissipation) oscillators are presented.
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