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Тема – рассмотрение влияния нарушения симметрии на устройство фазового пространства обратимых си-
стем. Цель – исследование трансформации устройства фазового пространства обратимых систем с симметрией при
ее нарушении, в частности, типов возникающих и сосуществующих аттракторов и возможности проявления муль-
тистабильности. Анализ отличия возникающих в этом случае близких к консервативным режимов от аналогичных
режимов, возникающих в системах с постоянной слабой диссипацией. Методы – численное моделирование систе-
мы связанных фазовых уравнений, описывающих динамику четырех осцилляторов со слабым взаимодействием и с
различными функциями связи, как удовлетворяющими условию симметрии, так и приводящими к нарушению это-
го условия. Для анализа динамики системы использованы методы построения фазовых портретов и аттракторов и
расчета спектра ляпуновских показателей. Проведены поиск устойчивых и неустойчивых периодических режимов и
построение многообразий седловых циклов. Результаты. Показано, что при нарушении симметрии в системе связан-
ных фазовых осцилляторов консервативная динамика разрушается, и в фазовом пространстве возникают аттракторы.
В отличие от систем с постоянной слабой диссипацией, количество сосуществующих аттракторов невелико, одна-
ко возможно возникновение не только периодических, но и хаотических аттракторов, а также гетероклинических
структур в фазовом пространстве. Обсуждение. Вследствие того, что исследованная система достаточно проста и
является модельной для широкого класса систем различной природы – слабо взаимодействующих цепочек связанных
колебательных систем, – можно ожидать, что полученные результаты будут обладать достаточно большой степенью
общности.
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Theme – the effect of symmetry violation on the structure of the phase space of invertible systems. Aim – to study the
changes in the phase space structure of invertible systems caused by the violation of symmetry, in particular, the possibility
of multistability and the types of coexisting attractors. The peculiarities in comparison with the similar regimes in the systems
with fixed constant dissipation also studied. Methods – the numerical simulation of the system of coupled phase equations
for four oscillators with weak coupling with different coupling functions both with symmetry and without it. The methods
of phase portraits and attractors plotting, the calculation of Lyapunov exponents spectra, the search for stable and unstable
cycles and the manifolds of saddle cycles are used. Results. It was shown that the violation of symmetry results in the
destruction of conservative dynamics and the attractors occur. Unlike the systems with constant weak dissipation the number
of coexisting attractors is small but both periodic and chaotic attractors occur. The heteroclinic structures also are revealed.
Discussion – the results are rather common because of the simple nature of used system which is the model system for the
wide class of systems – the chains of oscillating systems with weak coupling.
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1. Традиционно в нелинейной динамике принято различать два класса динамических си-
стем: консервативные и диссипативные. Для консервативных систем характерно сохранение фа-
зового объема в процессе временной эволюции. Фазовый объем диссипативных систем изменя-
ется с течением времени, для таких систем характерно существование притягивающих инвари-
антных множеств – аттракторов [1, 2].

Сравнительно недавно [3] было указано, что обратимые системы с симметрией [3–10] фак-
тически можно рассматривать как отдельный, третий класс систем со смешанной динамикой. Та-
кие системы обладают определенной симметрией, заключающейся в инвариантности уравнений
относительно одновременного применения обращения времени и некоторого преобразования ко-
ординат. Очевидно, что в таких системах любому притягивающему множеству соответствует
симметричное ему (то есть переходящее в него при этом преобразовании координат) отталки-
вающее множество. Если же некоторое предельное множество системы полностью лежит на
многообразии, инвариантном относительно преобразования координат, то оно переходит в себя
при обращении времени, что является характерным свойством консервативного режима. Таким
образом, обратимые (в смысле [3]) системы допускают существование консервативных режимов
на некотором многообразии в фазовом пространстве, в то время как система в целом остается
диссипативной.

В связи с этим представляет интерес ситуация, при которой в систему вводится малое
возмущение, нарушающее симметрию в фазовом пространстве. При этом вместо консервативных
должны возникать в некотором смысле близкие к ним диссипативные режимы.
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Следует отметить, что к настоящему времени существует значительное число
работ [11–32], посвященных исследованию «обычных» почти консервативных систем, то есть
систем с постоянной во всем фазовом пространстве, но весьма малой диссипацией. В ряде работ
[11, 14, 16, 29, 32] было показано, что для таких систем типичным является, в частности, сосу-
ществование большого (в некоторых случаях до сотен) числа аттракторов, как правило, схожей
структуры. Представляется интересным исследовать, в какой мере возникающие при нарушении
симметрии режимы будут схожи с режимами, возникающими в слабо диссипативных системах.

В настоящей работе проведено исследование изменений в устройстве фазового простран-
ства систем с симметрией, вызванное нарушением симметрии связи и, соответственно, разру-
шением консервативной динамики, на примере предложенной в работе [33] цепочки связанных
фазовых осцилляторов.

2. Известно [34], что, если связь между осцилляторами мала, то для описания их дина-
мики может быть достаточно фазовых уравнений. В этом случае цепочка четырех связанных
осцилляторов может быть описана системой уравнений вида

3̇k = ωk + εf(3k−1 − 3k) + εf(3k+1 − 3k),

k = 1, ..., 4,

(1)

где 3k и ωk – фаза и собственная частота k-го осциллятора; f – функция взаимодействия, которая
должна быть 2π-периодична. Переходя к разностям фаз ϕk = 3k+1 − 3k и принимая частотные
расстройки ∆k = ωk+1 − ωk соседних осцилляторов одинаковыми, после перенормировок полу-
чим систему [34]

ψ̇k = 1 + εf(ψk−1) + εf(ψk+1)− 2εf(ψk),

k = 1, ..., 3,

(2)

единственным параметром в которой является амплитуда связи ε.
В отсутствие связи фазовые уравнения соответствуют равномерному росту переменной,

поэтому динамика переменной полностью определяется функцией связи f(ϕ). Если разложение
функции связи в ряд Фурье содержит только нечетные гармоники, то в подпространстве ϕ2 =

= π/2 система (2) инвариантна относительно обращения времени и замены переменных

ϕ1 → π− ϕ3, ϕ3 → π− ϕ1, (3)

следовательно, в соответствии с [3], эта система является обратимой, при этом инвариантным
множеством является прямая ϕ1 + ϕ3 = π, ϕ2 = π/2.

В простейшем случае, когда функция связи содержит только одну гармонику, система име-
ет вид

ψ̇1 = 1− 2ε sinψ1 + ε sinψ2,

ψ̇2 = 1− 2ε sinψ2 + ε sinψ1 + ε sinψ3,

ψ̇3 = 1− 2ε sinψ3 + ε sinψ2.

(4)

На рис. 1 представлены фазовые портреты отображения Пуанкаре системы (4), постро-
енного с использованием секущей плоскости ϕ2 = π/2. Начальные условия для построения
траекторий выбирались на симметричном многообразии. Можно видеть, что фазовые портреты
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Рис. 1. Фазовые портреты системы (3): a – квазипериодическая динамика, ε = 0.3; b – сосуществование квазиперио-
дических и хаотических режимов, ε = 0.39; c – хаотический режим, ε = 0.49

Fig. 1. Phase portraits of system (3): a – quasiperiodic regime, ε = 0.3; b – coexistence of quasiperiodic and chaotic regimes,
ε = 0.39; c – chaotic regime, ε = 0.49

Рис. 2. График зависимости ляпуновских показателей и их суммы от значения амплитуды связи ε

Fig. 2. The plot of Lyapunov exponents and their sum on the coupling parameter ε

имеют типичный для консервативных систем вид. При малом значении управляющего параметра
ε траектории регулярны (рис. 1, a); при его увеличении появляются области хаотической дина-
мики и островки устойчивости (рис. 1, b); при относительно больших значениях ε динамика
почти всюду хаотическая (рис. 1, c).

На рис. 2 приведен график зависимости от амплитуды связи ε двух показателей Ляпу-
нова∗ и их суммы, рассчитанные для «типичной» траектории (начальные условия ϕ1 = 4.00,
ϕ3 = 6.00). Видно, что значение суммы ляпуновских показателей с хорошей точностью (до 10−6)
равно нулю вплоть до достаточно больших значений ε, в том числе соответствующих хаотиче-
ской динамике. Последнее свидетельствует о сохранении в среднем фазового объема, то есть
реализации консервативной динамики.

∗Еще один показатель Ляпунова тождественно равен нулю.
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3. В общем случае функция связи может быть представлена в виде суммы гармоник

f(3) =
∑
m

sinmψ. (5)

Система вида (2) будет симметричной относительно замены (3), если функция связи со-
держит только нечетные гармоники. Если же функция связи будет содержать также и четные
гармоники, то симметрия будет нарушена. Такими свойствами обладает следующая система:

ψ̇1 = 1− 2ε(sinψ1 + (A− d) sin 3ψ1 + d sin 2ψ1) + ε(sinψ2 + (A− d) sin 3ψ2 + d sin 2ψ2),

ψ̇2 = 1− 2ε(sinψ2 + (A− d) sin 3ψ2 + d sin 2ψ2) + ε(sinψ1 + (A− d) sin 3ψ1 + d sin 2ψ1)+

+ε(sinψ3 + (A− d) sin 3ψ3 + d sin 2ψ3),

ψ̇3 = 1− 2ε(sinψ3 + (A− d) sin 3ψ3 + d sin 2ψ3) + ε(sinψ2 + (A− d) sin 3ψ2 + d sin 2ψ2).

(6)

Параметр d в этом случае характеризует степень нарушения симметрии.

На рис. 3 изображены фазовые портреты отображения Пуанкаре системы (6), полученные
численно при плоскости сечения ϕ2 = π/2. Видно, что при отсутствии четной гармоники траек-

Рис. 3. Фазовые портреты системы (6) при A=0.2 и различных значениях параметра d: a – 0, b – 0.05, c – 0.17, d – 0.2

Fig. 3. Phase portraits of (6) for A = 0.2 and different values of parameter d: a – 0, b – 0.05, c – 0.17, d – 0.2
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Рис. 4. График зависимости ляпуновских показателей и их суммы от значений параметра d при параметре связи
ε = 0.348

Fig. 4. The plot of Lyapunov exponents and their sum on the parameter d for coupling parameter ε = 0.348

Рис. 5. Фазовые портреты с учетом переходного процесса (a)–(c) и аттракторы (d)–(f ) системы (6) для различных d
и ε: d = 0.12, ε = 0.35 (a), (d); d = 0.148125, ε = 0.35 (b), (e); d = 0.16, ε = 0.348 (c), (f )

Fig. 5. Phase portraits with transition process (a)–(c) and attractors (d)–(f ) of (6) for different parameters d and ε: d = 0.12,
ε = 0.35 (a), (d); d = 0.148125, ε = 0.35 (b), (e); d = 0.16, ε = 0.348 (c), (f )
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тории на фазовой плоскости симметричны относительно прямой ϕ1 + ϕ3 = π и соответствуют
консервативной динамике (рис. 3, a). При наличии четной гармоники симметрия траекторий на
фазовой плоскости нарушается и происходит образование структур, характерных для диссипа-
тивной динамики (рис. 3, b–d), например, на рис. 3, c, d хорошо заметны устойчивые фокусы.

График зависимости ляпуновских показателей от значения амплитуды четной гармоники d

при фиксированном значении амплитуды связи ε = 0.348 (рис. 4) показывает, что сумма ляпунов-
ских показателей монотонно убывает с ростом амплитуды четной гармоники, что соответствует
увеличению диссипации в системе.

Поскольку в случае систем, близких к консервативным, весьма часто заметную роль иг-
рает переходной процесс, на рис. 5 приведены траектории для некоторого набора 25 начальных
условий (верхний ряд) и соответствующие аттракторы (нижний ряд). Для построения аттракто-
ров пропускалось 106 итераций. Видно, что в системе реализуются как периодические, так и
непериодические (рис. 5, f ) аттракторы, причем число сосуществующих аттракторов невелико.

4. Для дальнейшего исследования сосуществующих аттракторов был проведен поиск цик-
лов различных периодов при помощи численного решения соответствующих алгебраических
уравнений методом Ньютона с заданием некоторого достаточно большого набора начальных
условий.

Результаты показывают, что, в отличие от ранее исследованных случаев систем со сла-
бой диссипацией, наблюдается существование небольшого количества (как правило, двух сим-
метричных) циклов различных периодов, причем каждый цикл существует в своем диапазоне
значений параметра, и области перекрытия этих диапазонов невелики.

Рис. 6. Бифуркационная диаграмма для 5- и 6-циклов при
значении параметра амплитуды связи ε = 0.35. Линией 1
отмечено значение параметра d = 0.13301435, линией 2 –
d = 0.14882155, использованных далее (см. ниже рис. 7)

Fig. 6. The bifurcation diagram for 5- and 6-cycles (coupling
parameter ε = 0.35). Lines 1 marks the parameter d =
= 0.13301435, lines 2 – d = 0.14882155, values used for Fig. 7

В качестве примера на рис. 6 приве-
дена бифуркационная диаграмма для 5- и
6-циклов, диапазон существования которых
наибольший. Видно, что область сосуще-
ствования 5-циклов и 6-циклов достаточно
мала.

Таким образом, бóльшая часть возни-
кающих при нарушении симметрии аттрак-
торов является циклами сравнительно невы-
соких периодов, причем интервалы их су-
ществования перекрываются незначительно.
Вместе с тем, как видно из рис. 5, f, в систе-
ме возможно существование и непериодиче-
ского аттрактора.

На рис. 7 показаны устойчивые и
неустойчивые многообразия и их увеличен-
ные фрагменты сосуществующих 5- и 6-
циклов. При данных значениях парамет-
ра обнаружены гетероклинические структу-
ры. Это позволяет предположить, что хао-
тический аттрактор образуется в результа-
те нелокальной бифуркации с участием этих
структур.
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Рис. 7. Многообразия седловых точек и их увеличенные фрагменты для 5- и 6-циклов: d = 0.13301435 (a), (c)
(линия 1 на рис. 6); d = 0.14882155 (b), (d) (линия 2 на рис. 6)

Fig. 7. Stable and unstable manifolds of saddle 5- and 6-cycles and its enlarged fragments for: d = 0.13301435 (a), (c)
(line 1 of Fig. 6) and d = 0.14882155 (b), (d) (line 2 on Fig. 6)

Выводы. Таким образом, при нарушении симметрии в системе связанных фазовых ос-
цилляторов консервативная динамика разрушается, и в фазовом пространстве возникают аттрак-
торы. В отличие от систем с постоянной слабой диссипацией, количество сосуществующих ат-
тракторов невелико. Тем не менее в фазовом пространстве возможно возникновение не только
периодических, но и хаотических аттракторов, а также гетероклинических структур.

Вследствие того, что исследованная система достаточно проста и является модельной для
широкого класса систем различной природы (слабо взаимодействующих цепочек связанных ко-
лебательных систем), можно ожидать, что полученные результаты будут обладать достаточно
большой степенью общности.
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