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На примере модели многоконтурного генератора прове-
дено детальное исследование возникновения хаотической ди-
намики в результате разрушения многочастотных торов. Об-
суждаются квазипериодические бифуркации, происходящие  
с многочастотными торами. Выявлены области в пространстве 
параметров, в которых возникает различная хаотическая дина-
мика, включая хаос, гиперхаос, а также хаос с дополнительны-
ми положительными показателями Ляпунова. 

 

Using the model of a multi-contour generator as an example, 
a detailed study of the emergence of chaotic dynamics as a result of 
the destruction of multi-frequency tori was carried out. Quasi-
periodic bifurcations occurring with multi-frequency tori are dis-
cussed. In the parameter space areas, in which there is a variety of 
chaotic dynamics, including chaos, hyperchaos, as well as chaos 
with additional positive Lyapunov exponents, were identified. 
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Квазипериодические колебания являются 

неотъемлемым атрибутом динамики неавтоном-
ных систем и ансамблей связанных автоколеба-
тельных осцилляторов [1–3]. Данный тип колеба-
ний может быть классифицирован в зависимости 
от количества несоизмеримых частот, вовлечен-
ных в динамику. В простейшем случае система 
характеризуется двумя несоизмеримыми частота-
ми, тогда аттрактором системы является двумер-
ный двухчастотный тор. Увеличение количества 
частот приводит к увеличению размерности тора и 
усложнению динамики.1 

В качестве простейших моделей, демонстри-
рующих многочастотные квазипериодические ко-
лебания обычно используются неавтономные ос-
цилляторы, а также ансамбли взаимодействующих 
осцилляторов. В работах [4–5] на примере сети 
глобально связанных осцилляторов Ван дер Поля 
была показана возможность реализации последо-
вательности квазипериодических бифуркаций 
Хопфа. Однако в такой модели области хаоса 
очень малы в пространстве параметров и возника-
ют при разрушении двухчастотных торов. В рабо-
те [6] была предложена модель многоконтурного 
генератора и реализована экспериментальная 
установка, в которой была продемонстрирована 
возможность многочастотных квазипериодических 
колебаний, а также формирование хаотической 
динамики.  

                                                           
 Станкевич Н.В., Кузнецов А.П.,  

    Селезнев Е.П., 2019 

Целью данной работы является изучение 
формирования хаотической динамики в многокон-
турном генераторе в случае, когда разрушаются 
торы с различным количеством несоизмеримых 
частот. 

В качестве объекта исследования будем ис-
пользовать предложенный в [6] простейший мно-
гоконтурный автономный генератор, в котором 
можно реализовать многочастотные квазиперио-
дические колебания. В работе [6] была продемон-
стрирована возможность многочастотных квази-
периодических колебаний, а также формирование 
хаотической динамики. 

На рисунке 1 представлена принципиальная 
схема многоконтурного генератора с общей схемой 
управления. Такой генератор состоит из n колеба-
тельных контуров (OCi), соединенных через общую 
схему управления (CCC). Каждый колебательный 
контур имеет свою собственную частоту, а также 
параметр, отвечающий за его возбуждение ( ik ), то 
есть за возбуждение каждой моды в генераторе. 

 
Рис. 1. Структурная схема многоконтурного генератора 
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Математически такой генератор можно запи-
сать следующей системой дифференциальных 
уравнений: 

0)(
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n
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iiiiiiii xkxkxxxkx ,   (1) 

где Ni ,...1  – количество контуров в генераторе, 
xi, ix  – динамические переменные каждого коле-
бательного контура. Каждый колебательный кон-
тур представляет собой осциллятор типа Ван дер 
Поля, в котором параметр  отвечает за возбуж-
дение автоколебаний в контуре. Параметры i  
определяют частоты каждого колебательного кон-
тура. 

Следуя работе [6], рассмотрим также случай 
пятиконтурного генератора, то есть 5N , и па-
раметры, отвечающие за собственные частоты, 
зафиксируем иррациональными, эквидистантно 
распределенными: 1 1,  2 3,  3 11,  

4 41,  5 153. Параметр  зафиксируем 
закритическим, то есть после возбуждения автоко-
лебаний в осцилляторе Ван дер Поля, 1. 

Основным инструментом, позволяющим изу-
чить сложные колебательные режимы, включая 
хаотические и квазипериодические, является ана-
лиз полного спектра показателей Ляпунова [7], что 
позволяет: выделить хаотические колебания, диа-
гностировать квазипериодические колебания с 
различным количеством несоизмеримых частот, 
определить тип квазипериодической бифуркации 
(Хопфа или седло – узел), классифицировать раз-
личные типы хаотической динамики. 

Предварительный анализ пятиконтурного ге-
нератора (1) показал, что в такой системе возмож-
но возникновение квазипериодических колебаний  
с различным числом частотных компонент от пяти 
до одной [6], причем с увеличением параметров, 
ответственных за коэффициенты усиления каждой 
моды, в системе сохраняются только двухчастот-
ные квазипериодические колебания и хаос, воз-
никший в результате разрушения двухчастотного 
тора с одним положительным и одним нулевым 
показателями Ляпунова. При малых значениях 
коэффициентов усиления сохраняются квазипери-
одические колебания с различным количеством 
частот (для 5N  с тремя, четырьмя и пятью ча-
стотами), а при их разрушении формируются хао-
тические колебания с различным спектром показа-
телей Ляпунова. 

В наших численных экспериментах мы фик-
сировали коэффициенты усиления второго, треть-
его и четвертого колебательных контуров одина-
ковыми ( 5,0432 kkk ) и следили за динами-
кой при вариации коэффициентов усиления перво-
го и пятого коэффициентов усиления. В этом слу-
чаем для больших и малых значений коэффициен-
тов усиления возникают две принципиально раз-
ные области хаотической динамики. При малых 

значениях коэффициентов усиления в результате 
разрушения высокочастотных торов формируется 
хаос. В этом случае в спектре показателей Ляпу-
нова хаотических аттракторов могут присутство-
вать дополнительные нулевые показатели Ляпуно-
ва, а также возможно формирование гиперхаоса. 
При больших значениях коэффициентов усиления 
хаос рождается в результате разрушения двухча-
стотного тора и в спектре показателей Ляпунова 
присутствует одна положительная и одна нулевая 
ляпуновские экспоненты. Далее рассмотрим более  
подробно особенности хаотических аттракторов  
из каждой области. 

На рисунке 2 представлены двумерные про-
екции фазовых портретов каждого из контуров 
многоконтурного генератора (1) в режиме хаоса  
из второй области (для больших значений  
коэффициентов усиления) при 1, 1 1,  

2 3,  3 11,  4 41,  5 153,  
6,41k , 5,0432 kkk , 2,65k .  

 

 
Рис. 2. Двумерные проекции фазового портрета модели  

многоконтурного генератора (1)  
в режиме хаотических колебаний,  

возникших в результате разрушения двухчастотного тора 
 
Для указанных значений параметров первые 

шесть показателей Ляпунова принимают следую-
щие значения: Λ1 = 0,699, Λ2 = 0,0, Λ3 = – 0,196, 
Λ4 = = – 0,718, Λ5 = – 2,509, Λ6 = – 3,665. Как видно 
из рисунка 2, хаотический аттрактор в проекции на 
динамические переменные первых трех контуров 
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имеет некогерентную форму, то есть фазовая тра-
ектория заходит в окрестность нуля, при этом  
в проекции динамических переменных четвертого 
и пятого контуров окрестность нуля остается неза-
полненной и аттрактор остается когерентным. 

На рисунке 3 при 1, 1 1,  2 3,  

3 11,  4 41,  5 153,  6,41k , 

2 3 4 0,5,k k k  2,65k  представлены проек-
ции фигуры Лиссажу для этого же хаотического 
аттрактора (а, б), проекция аттрактора в сечении 
Пуанкаре (в) и спектр Фурье (г). 

 

 
Рис. 3. Двумерные проекции фигур Лиссажу (а, б), сечение 

Пуанкаре гиперповерхностью 02x  и спектр Фурье  
модели многоконтурного генератора (1)  

в режиме хаотических колебаний,  
возникших в результате разрушения двухчастотного тора  

 
Фигуры Лиссажу (рис. 3 а, б) можно исполь-

зовать как некий индикатор синхронизации в си-
стеме. Наклон фигуры иллюстрирует наличие 
синфазной или противофазной синхронизации. 
Таким образом, в нашем случае можно утвер-
ждать, что наблюдается приближенная синфазная 
синхронизация между первым и вторым контура-
ми, при этом синхронизация между первым и пя-
том контуром отсутствует. На фигурах Лиссажу 
для остальных пар контуров синхронизации  
не наблюдается. В сечении Пуанкаре (рис. 3 в) 
наблюдается сложная структура, соответствующая 
хаотическому аттрактору. Спектр Фурье имеет 
характерную форму для хаотического режима, 
возникшего в результате разрушения двухчастот-
ного тора. Имеются два характерных пика, отве-
чающих базовым несоизмеримым частотам, а так-
же просматриваются пики-сателлиты, соответ-
ствующие комбинационным частотам. 

Теперь перейдем к обсуждению особенностей 
хаотических аттракторов, возникающих при раз-
рушении многочастотных торов, то есть при ма-
лых значениях коэффициентов усиления. На ри-

сунке 4 представлены двумерные проекции фазо-
вых портретов многоконтурного генератора (1)  
в режиме хаоса из первой области (малые значения 
коэффициентов усиления) при 1, 1 1,  

2 3,  3 11,  4 41,  5 153,  

83,01k , 2 3 4 0,5,k k k  26,15k . 
На рисунке 4 представлены проекции на плос-

кость каждого из контуров. Для указанных значе-
ний параметров первые шесть показателей Ляпу-
нова принимают следующие значения: 

1 0,033,  2 0,003,  3 0,0,  4 0,0,  

5 0,003,  0283,06 . 
 

 
Рис. 4. Двумерные проекции фазового портрета модели  

многоконтурного генератора (1)  
в режиме хаотических колебаний  

 
Таким образом, данный хаотический режим 

является гиперхаосом с дополнительным нулевым 
показателем Ляпунова. Помимо такого типа ат-
тракторов при малых коэффициентах усиления, 
также наблюдается хаос с одним положительным 
и двумя или тремя нулевыми показателями  
Ляпунова. Хаотический аттрактор так же, как  
и в предыдущем случае, в проекции на динамиче-
ские переменные первых контуров является неко-
герентным, то есть фазовая траектория заходит  
в окрестность. Однако уже для третьего контура 
появляется пустое пространство в окрестности 
нуля. В проекциях динамических переменных чет-
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вертого и пятого контуров окрестность нуля оста-
ется незаполненной. Необходимо отметить плот-
ное сжатие аттрактора в проекции на переменные 
пятого контура. 

На рисунке 5 при 1, 1 1,  2 3,  

3 11,  4 41,  5 153,  1 0,83,k  

2 3 4 0,5,k k k  26,15k  представлены проек-
ции фигуры Лиссажу для этого же хаотического 
аттрактора (а, б), проекция аттрактора в сечении 
Пуанкаре (в) и спектр Фурье (г). 

По фигурам Лиссажу (рис. 5 а, б) можно сде-
лать вывод о том, что в данном случае отсутствует 
синхронизация между контурами, то есть колеба-
тельные моды независимы друг от друга. В сече-
нии Пуанкаре (рис. 5 в) наблюдается сложная 
структура, соответствующая хаотическому аттрак-
тору. Спектр Фурье в сравнении с предыдущим 
случаем хаотического аттрактора является более 
равномерным, имеется единственный и несильно 
выраженный пик.  

Таким образом, в работе представлено иссле-
дование особенностей хаотических аттракторов, 
родившихся в результате разрушения двухчастот-
ного тора и в результате разрушения торов с тремя 
и более несоизмеримыми частотами.  

 
Рис. 5. Двумерные проекции фигур Лиссажу (а, б),  
стробоскопическое сечение Пуанкаре и спектр Фурье  

модели многоконтурного генератора (1)  
в режиме хаотических колебаний  
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