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О СВОЙСТВАХ СКЕЙЛИНГА ИДЕНТИЧНЫХ СВЯЗАННЫХ
ЛОГИСТИЧЕСКИХ ОТОБРАЖЕНИЙ С ДВУМЯ ТИПАМИ СВЯЗИ

БЕЗ ШУМА И ПОД ВОЗДЕЙСТВИЕМ ВНЕШНЕГО ШУМА

А.П. Кузнецов, С.П. Кузнецов, Ю.В. Седова

В работе обсуждается свойство скейлинга в системе идентичных связанных логисти-
ческих отображений с двумя типами связи – диссипативным и инерционным.
Представлен соответствующий ренормгрупповой анализ. Обсуждается свойство скей-
линга в присутствии шума и даны необходимые иллюстрации в стиле «численного экс-
перимента».

Введение

Связанные системы с удвоениями периода являются одним из популярных
и глубоко изученных объектов нелинейной динамики (см., например, монографии
[1, 2] и цитированную там литературу). Определенным направлением исследований
таких систем является изучение критических явлений в идентичных подсистемах
у порога хаоса, то есть явлений, допускающих ренормгрупповое (РГ) описание по
аналогии с известным анализом Фейгенбаума. Так, в [3] было предложено применить
РГ-анализ к связанным идентичным системам и было введено представление о двух
типах связи, инвариантных относительно РГ-преобразования. В работе [4] продол-
жено обсуждение РГ-анализа и дано описание элементарных объектов на плоскости
параметров в терминах бифуркаций. Весьма объемный РГ-анализ представлен в [5],
обсуждение устройства плоскости параметров синфазных движений можно найти
и в [6, 7], квазипериодические режимы и бифуркация Неймарка – Сакера обсужда-
лись в [8, 9], а вопросы, связанные с мультистабильностью – в [10].

Важнейшим выводом теории, основанной на ренормгрупповом анализе, явля-
ется представление о скейлинге, то есть о самоподобном устройстве пространства
параметров. Отметим, однако, что первые работы (например, [3]) в этом направле-
нии были выполнены в середине 1980-х годов, и иллюстрации скейлинга были да-
ны всего для нескольких бифуркационных точек и нескольких «уровней» удвоений.
В настоящее время развитие компьютерной техники позволяет дать более «весомые»
иллюстрации скейлинга, которые будут представлены в настоящей работе. Кроме
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того, в начале 1980-х годов был выполнен ряд исследований с применением метода
ренормгруппы по воздействию шума на классическую одиночную систему с удвое-
ниями периода (см., например, [11-12]). Что касается связанных систем с шумом, то
подобное исследование в настоящее время известно для своего рода альтернативной
ситуации односторонней связи существенно неидентичных подсистем [13, 14]. По-
этому представляется важным обсудить соответствующие вопросы для случая иден-
тичных связанных подсистем со взаимной связью. Нам кажется полезным в этом
плане воспроизвести также простейший вариант РГ-анализа в одиночной системе с
шумом, поскольку именно его «технология» и сопоставление с РГ-анализом иден-
тичных связанных систем делает понятным свойство скейлинга в связанных систе-
мах с шумом. Последнее будет проверено в численных экспериментах в различных
сечениях пространства параметров для разных типов связи между подсистемами.

1. Ренормгрупповой анализ двух связанных
идентичных отображений и иллюстрации скейлинга

Рассмотрим систему двух связанных отображений вида

xn+1 = g (xn) + ε3 (xn, yn) , yn+1 = g (yn) + ε3 (xn, yn) ,

где g(x) = 1−1.5276x2+0.1048x4+. . . – функция, представляющая собой неподвиж-
ную точку ренормпреобразования Фейгенбаума–Цвитановича g (x) = αg (g (x/α));
α = −2.5029 . . . – константа Фейгенбаума; ε – малый параметр; 3(x, y) – функция
связи, удовлетворяющая условию 3(x, x) = 0. Вблизи диагонали на плоскости (x, y)
имеем

u = (x + y)/2, v = (x− y)/2, |v| << 1, φ (u) = lim
y→x

3 (x, y)
y − x

,

un+1 = g (un) , vn+1 = g′ (un) vn + εφ (un) vn.

Двукратная итерация приведенных уравнений дает

un+2 = g (g (un)) ,

vn+2 = g′ (g (un)) g′ (un) + ε [g′ (g (un))φ (un) + g′ (un)φ′ (g (un))] ,

и после перенормировки масштаба u → u/α, v → v/α получаем

un+2 = αg (g (un/α)) ,

vn+2 = {g′ (g (un/α)) g′ (un/α)+

+ε [g′ (g (un/α))φ (un/α) + g′ (un/α)φ′ (g (un/α))]} v = {g′ (un) + εφ1 (un)} v.

Это уравнения такого же вида, как исходные, но с новой функцией связи

φ1 (u) = g′ (g (u/α))φ (u/α) + g′ (u/α)φ′ (g (u/α)) .

Рассмотрим теперь задачу на собственные значения

vφ (u) = g′ (g (u/α))φ (u/α) + g′ (u/α)φ′ (g (u/α)) .
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Численное решение выявляет две существенные собственные функции

φ1 = g′ (u)
/
u + (odd part) , v1 = α = −2.502907 . . .

φ2 = g′ (u) , v2 = 2.

Существование двух собственных функций означает, что универсальная мо-
дель должна содержать два типа связи. Первая отвечает инерционной связи, а вто-
рая – диссипативной.

Модель с чисто диссипативной связью выглядит следующим образом [3]:

Xn+1 = 1− λX2
n + ε1λ

(
X2

n − Y 2
n

)
,

Yn+1 = 1− λY 2
n + ε1λ

(
Y 2

n −X2
n

)
.

(1)

Здесь X , Y – динамические переменные; λ – параметр, отвечающий за удвоения;
ε1 – параметр связи.

Специальным выбором коэффициентов можно также реализовать модель с чи-
сто инерционной связью [3]:

Xn+1 = 1− λX2
n + λε2 · 0.088 · (X2

n − Y 2
n

)
+ ε2 (Yn −Xn) ,

Yn+1 = 1− λY 2
n + λε2 · 0.088 · (Y 2

n −X2
n

)
+ ε2 (Xn − Yn) .

(2)

Обозначения те же, ε2 – параметр связи.
Кроме того, имеется собственное число линеаризованного уравнения ренорм-

группы δF = 4.6692 . . ., фигурирующее в теории Фейгенбаума и связанное с откло-
нением от критической точки по управляющему параметру. Таким образом, перенор-
мированный оператор эволюции за большое число шагов вблизи критической точки
представляется в виде

u 7→ g (u) + Cδk,

v 7→ g′ (u) v + C1αkφ1 (u) v + C22kφ2 (u) v.

Отсюда следует свойство универсальности: для любых двух слабо связанных си-
стем с удвоениями периода оператор эволюции вблизи диагонали выражается уни-
версальным соотношением и определяется тремя параметрами (C, C1, C2). Универ-
сальность означает, что для получения полной картины явлений достаточно изучить
модели (1), (2).

Кроме того, справедливо свойство скейлинга: в точке пространства парамет-
ров (Cδ−1, C1α−1, C22−1) реализуются динамические режимы такого же типа, как и
в точке (C, C1, C2), но с удвоенным временным масштабом, причем начальные усло-
вия для динамических переменных получаются пересчетом на фактор
αF = −2.5029 . . . В терминах систем (1), (2) свойство скейлинга формулируется так:
на плоскости (ε1,2, λ) вблизи критической точки (0, 1.4011552. . . ) при изменении па-
раметра связи ε1 в αДис = 2 раза, параметра связи ε2 в αИн = αF = −2.5029079 . . .
раз и изменении параметра λ, отвечающего за удвоения, в δF = 4.6692016 . . . раз
получается режим динамики, подобный исходному, но с удвоенным временным мас-
штабом.
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Рис. 1. Скейлинг на карте динамических режимов системы двух связанных логистических отображений
с диссипативной связью (1). Цифрами обозначены области существования циклов основных периодов

Для иллюстрации скейлинга необходимо выбрать способ представления ди-
намических режимов в пространстве параметров (см. комментарий во Введении).
В отсутствие шума можно использовать метод карт динамических режимов, кото-
рый состоит в том, что компьютер численно определяет период реализующегося
режима в данной точке на плоскости параметров и окрашивает ее в определенный
цвет1 (подробнее см. в [15]).

Свойство скейлинга на языке карт режимов иллюстрируют рис. 1 и 2. Цифры
на картах обозначают периоды основных циклов. Исходные значения параметров
связи ε1,2 меняются в пределах от −0.5 до 0.5, а управляющий параметр λ есте-
ственно изменять в диапазоне от 0 до 2.0. Для обоих случаев связи хорошо видна

1При компьютерном построении карт динамических режимов было сделано от 2000 до 8000 «пред-
варительных» итераций для выхода на аттрактор (в зависимости от рассматриваемого масштаба струк-
туры), далее определялся период установившегося режима по элементам массива, число которых со-
ответствовало выбранному числу цветов на карте.
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Рис. 2. Скейлинг на карте динамических режимов системы двух связанных логистических отображений
с инерционной связью (2)

самоподобная, повторяющаяся структура на плоскости параметров, которая демон-
стрирует все большее сходство при приближении к критической точке. Заметим, что
исследуемая система, вообще говоря, характеризуется мультистабильностью [10],
и плоскость параметров можно мыслить как совокупность «листов» различных карт.
Мы выбираем начальные условия для синфазного листа. Свойство скейлинга бу-
дет выполняться на каждом из листов (это, в определенной мере, тоже проявление
универсальности, присущей системам, допускающим РГ-описание).

Еще одним способом представления динамических режимов на плоскости па-
раметров служит метод карт ляпуновских показателей. В рамках этого метода на
плоскости параметров элементы графического изображения окрашены тонами се-
рого цвета в соответствии с полученным численно старшим показателем Ляпунова
Λ в данной точке2. В работе используется следующее правило для окрашивания

2Для определения значения показателя Ляпунова в данной точке длина итерируемых последова-
тельностей составляла от 5000 до 15000 элементов в зависимости от уровня иерархической структуры.
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плоскости параметров: близкому к нулю значению Λ соответствует белый цвет; от-
рицательным значениям – оттенок тем более темный, чем больше по абсолютному
значению Λ; положительному ляпуновскому показателю соответствует черный цвет.
Также белым цветом обозначены точки, в которых расходится итерационный про-
цесс. Как оказывается, на таких картах на плоскости параметров можно визуали-
зировать и анализировать образования, подобные наблюдаемым на картах режимов
в динамических моделях без шума. С другой стороны, этот метод выявляет более
тонкие и мелкие детали устройства плоскости параметров. Наконец, в отличие от
метода карт динамических режимов, он может быть использован и для систем с
шумом. (В системах c шумом нельзя выявить режимы с определенным периодом,
и карты типа рис. 1, 2 построить невозможно.)

Скейлинг на картах ляпуновского показателя иллюстрируют рис. 3, 4 – мас-
штаб по осям координат будет изменяться так же, как и в случае карт динамических
режимов. Однако при построении ляпуновской карты на каждом новом уровне удво-

Рис. 3. Скейлинг на карте ляпуновского показателя системы двух связанных логистических отображе-
ний с диссипативной связью (1)
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Рис. 4. Скейлинг на карте ляпуновского показателя системы двух связанных логистических отображе-
ний с инерционной связью (2). В силу того, что константа скейлинга αИн отрицательна, для наблюдения
самоподобия при переходе к следующему уровню иерархии увеличенный фрагмент необходимо зер-
кально отражать слева направо

ений периода значение ляпуновского показателя уменьшается в 2 раза, то есть соот-
ветственным образом необходимо менять градацию цветов. Сопоставление рис. 1, 2
и рис. 3, 4 позволяет понять, как выглядят характерные режимы при разных способах
их представления.

2. Ренормгрупповой анализ в системе Фейгенбаума с шумом

Метод РГ для систем без шума стал классическим и вошел во многие учебни-
ки [15, 16]. Для систем с шумом, однако, он известен в гораздо меньшей степени.
Более того, известны его очень сложные варианты (например, с использованием ме-
тода прореживания и интегралов по траекториям [16]). Поэтому мы кратко изложим
основные принципы РГ-анализа в одиночной системе с удвоениями периода с шу-
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мом, что также позволит нам сделать далее и определенные выводы относительно
связанных систем. Начнем с того, что рассмотрим отображение

xn+1 = g0 (xn) + γU0 (xn) ξn,

где g0 (x) = 1− λcx2, λc = 1.401155189092 . . .; U0 (x) ≡ 1; γ – параметр, характери-
зующий интенсивность шума; ξn – последовательность статистически независимых
случайных величин с нулевым средним и фиксированным среднеквадратичным зна-
чением σ.

Применим это отображение дважды. Полагая параметр интенсивности шума γ
малым, в первом порядке малости по этому параметру получаем

xn+2 = g0 (g0 (xn)) + γ
[
g′0 (g0 (xn))U0 (xn) ξn + U0 (g0 (xn)) ξn+1

]
.

Фигурирующее в квадратных скобках выражение будем интерпретировать как но-
вую случайную величину, обозначив ее U1 (x) ξ′n. При этом множитель U1(x) подбе-
рем так, чтобы величина ξ′n обладала таким же среднеквадратичным отклонением σ,
как и ξn.

Поскольку ξn и ξn+1 статистически независимы, среднеквадратичные значения
обоих членов суммы просто складываются. Отсюда следует, что

U2
1 (x) = α2

[(
g′0 (g0 (x))

)2
U2

0 (x) + U2
0 (g0 (x))

]
.

Итак, уравнение для двукратной итерации мы свели к такому же виду, как исходное:

xn+2 = g1 (xn) + γU1 (xn) ξn,

но с новыми функциями

g1 (x) = αg0 (g0 (x/α)) , U1 (x) =
√
α2

[
(g′0 (g0 (x)))2 U2

0 (x) + U2
0 (g0 (x))

]
.

Описанную процедуру можно применить многократно, что дает последовательность
функций gk, Uk, удовлетворяющих цепочке рекуррентных функциональных
уравнений

gk+1 (x) = αgk (gk (x/α)) , Uk+1 (x) =
√
α2

[(
g′k (gk (x))

)2
U2

k (x) + U2
k (gk (x))

]
.

Согласно теории Фейгенбаума, последовательность gk сходится к пределу –
функции g, представляющей собой неподвижную точку функционального уравнения
Фейгенбаума – Цвитановича

g (x) = αg (g (x/α)) ,

так что, рассматривая поведение решения второго уравнения при больших k, в него
можно подставить g вместо gk. Если искать решение в виде

Uk (x) = µk
√
Φ (x),
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то приходим к задаче на собственные функции и собственные значения

µ2Φ (x) = α2
⌊(

g′ (g (x))
)2Φ (x) +Φ (g (x))

⌋
.

Ее можно решить численно, если известна функция g и константа α. Решение с наи-
большим собственным числом отвечает µ = 6.619036513... и собственной функции,
показанной на рис. 5.

Таким образом, в одиночной си-

Рис. 5. График собственной функции Φ(x)

стеме с удвоениями периода с шумом
скейлинг тоже возможен, но при этом
появляется новый универсальный фак-
тор µ = 6.619036513... («константа шу-
ма» или иначе «константа перенорми-
ровки интенсивности шума»), на кото-
рый следует уменьшать амплитуду
шума при переходе с одного уровня
удвоений на другой.

3. Скейлинг в идентичных связанных системах
с удвоениями периода

Перейдем теперь к анализу связанных идентичных систем с шумом с удвое-
ниями периода. Прежде всего, возникают вопросы

• о выборе моделей, которые будут достаточно универсальными,
• о величине константы, ответственной за перенормировку шума.
Если обратиться к представленному выше РГ-анализу в идентичных связанных

системах без шума и в одиночных системах с шумом, то можно обратить внимание,
что методология и того и другого имеет общую идею – а именно, рассматривается
линейное возмущение к оператору, отвечающему удвоениям в одиночной системе.
Это позволяет выдвинуть гипотезу о том, что эти факторы в определенной мере неза-
висимы, а значит, универсальная модель, для которой будет наблюдаться скейлинг,
может быть выбрана в форме (1), (2) с добавленным аддитивным образом шумом.
При иллюстрациях скейлинга следует для перенормировки амплитуды шума исполь-
зовать константу µ = 6.619036513... Проверим эти утверждения.

Введем в отображениях (1) и (2) в каждую подсистему случайные, статисти-
чески независимые последовательности ξn и ηn, моделирующие воздействие флук-
туаций, с одинаковой интенсивностью шума γ. В результате получим такие системы
двух связанных квадратичных отображений с диссипативной

Xn+1 = 1− λX2
n + ε1λ

(
X2

n − Y 2
n

)
+ γξn,

Yn+1 = 1− λY 2
n + ε1λ

(
Y 2

n −X2
n

)
+ γηn,

(3)
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и инерционной связью

Xn+1 = 1− λX2
n + λε2 · 0.088 · (X2

n − Y 2
n

)
+ ε2 (Yn −Xn) + γξn,

Yn+1 = 1− λY 2
n + λε2 · 0.088 · (Y 2

n −X2
n

)
+ ε2 (Xn − Yn) + γηn,

(4)

в присутствии шума.
Если амплитуда шума мала, и исследуется поведение на больших масштабах

времени, то конкретная форма распределения вероятности для ξn и ηn будет несуще-
ственна, и поведение системы с шумом будет иметь универсальный характер (этот
факт подтвержден и для других критических ситуаций, допускающих анализ в тер-
минах метода РГ, см. [17, 18]). Что касается численных исследований, проведенных
в данной работе, то ξn и ηn определялись как случайные последовательности, рав-
номерно распределенные в интервале [−0.5, 0.5].

При помощи компьютерного моделирования было показано, что фактор µ дей-
ствительно позволяет получить точные иллюстрации скейлинга в различных сечени-
ях пространства параметров «интенсивность шума – параметр удвоений – параметр
связи» на достаточно глубоких уровнях иерархической структуры. Например, для
случая инерционной связи на плоскости (ε2, λ) хорошо видно, что с приближением
к критической точке последовательность рисунков все с большей точностью повто-
ряет свою структуру (рис. 6).

Рис. 6. Иллюстрация скейлинга для системы связанных квадратичных отображений с инерционной
связью (4) в присутствии шума с амплитудой ε = 0.01. При переходе от одного фрагмента к другому
интенсивность шума уменьшалась в µ раз
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В случае диссипативной связи карта ляпуновского показателя на плоскости
параметров (ε1, ε) отображения (3) при фиксированном критическом значении пара-
метра λ = λc = 1.4011552 . . . показана на рис. 7. На исходном фрагменте значения
параметра связи ε1 находятся в диапазоне от 0 до 0.1, а значения интенсивности
шума ε – в диапазоне от 0 до 0.5. Для наблюдения свойства скейлинга необходимо
пересчитывать масштаб по оси ε1 в αДис раз относительно ε1 = 0, масштаб по оси
ε – в µ раз относительно ε = 0 и пересчитывать в 2 раза значение ляпуновского
показателя, изменяя при этом цветовую гамму.

Рис. 8 представляет собой иллюстрацию скейлинга на карте ляпуновского по-
казателя в плоскости (ε, λ) отображения (3) для значения параметра диссипативной
связи ε1 = 0.1. Начальные значения для амплитуды шума ε меняются в пределах

Рис. 7. Скейлинг на карте ляпуновского показателя для системы двух связанных квадратичных отоб-
ражений с диссипативной связью (3) на плоскости «параметр связи – амплитуда шума». Параметр
удвоений λ фиксирован: λ = λc = 1.4011552 . . .
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Рис. 8. Скейлинг на карте ляпуновского показателя для системы двух связанных квадратичных отоб-
ражений с диссипативной связью (3) на плоскости «амплитуда шума – параметр удвоений». Параметр
связи фиксирован: ε1 = 0.1

от 0 до 0.5, а значения параметра удвоений λ – в пределах от 0 до 2.0. Для реа-
лизации скейлинга надо изменять отклонение по параметру ε в µ раз относительно
ε = 0, отклонение по параметру λ – в δF раз относительно λ = λc. Также при пере-
ходе к новому уровню скейлинга надо уменьшать ε1 в αДис раз и изменять правило
градации цветов.

Оба рисунка, 7 и 8, для случая диссипативной связи с высокой точностью ил-
люстрируют самоподобие фрагментов на все более мелких масштабах, что подтвер-
ждает наше утверждение о том, что фактор µ и в случае связанных квадратичных
отображений отвечает за перенормировку амплитуды шума.

В случае инерционной связи скейлинг на карте ляпуновского показателя на
плоскости параметров (ε2, ε) для отображения (4) при фиксированном критическом
значении параметра λ = λc показан на рис. 9. На большом исходном фрагменте
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Рис. 9. Скейлинг на карте ляпуновского показателя для системы двух связанных логистических отобра-
жений с инерционной связью (4) на плоскости «параметр связи – амплитуда шума». Параметр удвоений
λ фиксирован: λ = λc = 1.4011552 . . .

значения параметра связи ε2 находятся в диапазоне от −0.3 до 0.3, а значения ин-
тенсивности шума ε – в диапазоне от 0 до 0.3. Cкейлинг реализуется при пересчете
масштаба по оси ε2 в αИн раз относительно ε2 = 0, а по оси ε – в µ раз относительно
ε = 0. Рис. 10 представляет собой иллюстрацию скейлинга на карте ляпуновского
показателя в плоскости (ε, λ) отображения (4) для значения параметра инерционной
связи ε2 = 0.01. Начальные значения для амплитуды шума ε взяты в области от 0 до
0.5, а значения параметра удвоений λ – в области от 0 до 2.0. Для визуального на-
блюдения скейлинга надо изменять отклонение по параметру ε в µ раз относительно
ε = 0, а отклонение по параметру λ – в δF раз относительно λ = λc. Также при
переходе к новому уровню скейлинга надо уменьшать ε2 в αИн раз.

Рис. 9 и 10 для случая инерционной связи свидетельствуют о большой степени
соответствия между получающимися в результате изменения масштаба фрагмента-
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Рис. 10. Скейлинг на карте ляпуновского показателя для системы двух связанных логистических отоб-
ражений с инерционной связью (4) на плоскости «амплитуда шума – параметр удвоений». Параметр
связи фиксирован: ε2 = 0.01

ми, что является подтверждением выполнения универсального свойства скейлинга в
окрестности критических значений параметров.

Заключение

Таким образом, связанные идентичные логистические отображения представ-
ляют собой интересный пример двумерной нелинейной системы, допускающей ре-
нормгрупповое описание. Современные компьютерные методы позволяют дать для
нее наглядные иллюстрации скейлинга (самоподобия) на картах динамических ре-
жимов и ляпуновских показателей. Использование метода карт ляпуновских пока-
зателей позволяет продемонстрировать и скейлинг в системе с шумом с разными
типами связи – инерционным и диссипативным. Скейлинг имеет место в различных

107



сечениях пространства управляющих параметров и, в определенной мере, не зависит
от типа шума. Константой перенормировки интенсивности шума оказывается уни-
версальная постоянная µ = 6.61903..., вычисленная ранее для одиночной системы.
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ABOUT SCALING PROPERTIES OF IDENTICAL COUPLED
LOGISTIC MAPS WITH TWO TYPES OF COUPLING WITHOUT

NOISE AND UNDER INFLUENCE OF EXTERNAL NOISE

A.P. Kuznetsov, S.P. Kuznetsov, J.V. Sedova

In this paper the influence of noise in system of identical coupled logistic maps
with two types of coupling – dissipative and inertial – is discussed. The corresponding
renormalization group analysis is presented. Scaling property in the presence of noise is
considered, and necessary illustrations in «numerical experiment style» are given.
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